Matematyka A dla Wydzialu Chemii, semestr 2., 2020/2021
¢wiczenia 7. — rozwigzania

22 marca 2021

1. Na bokach AB i AC tréjkata ABC zbudowano, po jego zewnetrznej stronie, kwadraty ABDE i ACFG.
Punkty M i N sa odpowiednio érodkami odcinkéw DG i EF. Wyznacz mozliwe wartoéci wyrazenia
MN : BC. Wskazéwka: rozwaz to zadanie na plaszczyinie zespolonej. Niech A = 0 oraz C = c. Wtedy
G =ic oraz F = c+ic.

Zadanie pochodzi z LII OM, rysunek z artykulu z ,,Delty” autorstwa J. Jaszunskie;j.

Rozwazmy to zadanie na plaszczyznie zespolonej. Niech A = 0 oraz C' = ¢. Wtedy G = ic oraz F = c+ic.
Niech FE = e, wtedy B =ie oraz D =ie+e. W koficu: m = ((e +ie) + ic)/2 oraz n = (e + (¢ +ic))/2. Mamy:

MN = n—m = e+c+ic—e—ie—ic: c—1ie :@.
2 2 2

Zatem MN:BC =1:2.
2. Czy nastepujacy zbior X ¢ C jest skonczony? Jesli tak, wypisaé jego elementy.
(a) X ={i":neN},
Tak. X = {1,i,~-1, -4}, bowiem i* = 1.
(b) X ={(1-49)":neN}.
Ten zbiér jest nieskonczony, bowiem |1 —i| = /2 # 1, wiec dla kazdych n,m € N, n # m, |(1-14)"| =
V2 /2 = |(1-4)™|, wiee (1—4)™ # (1—4)™.

3. Niech w = 32 Znalezé taka liczbe zespolona z, ze w = 2. Wykazaé, ze kazda liczba zespolona o module
5 z

1 jest ilorazem dwéch liczb zespolonych sprzezonych.

Rzeczywiscie zauwazmy, ze dla kazdej liczby w € C takiej ze |w| = 1, jeSli wezme liczbe z taka, ze 2Argz =
4

Argw, oraz |z| = 1, to Arg(z/z) = Argz — ArgZz = 2Argz = Argw, wiec w = £. W takim razie w przypadku

z
_ 3+41 _ 4 . 1 : _ 1+cos o
w =T WystarczyZ—\/;+z\/;, bowiem cos /2 =/ ==,

4. Ponizsza liczbe z € C, przedstawi¢ w postaci a + bi, gdzie a,b € R.

(a) z=(1-14)°

z | |2 | arga
1-i | V2 | -7/4
z 250 T
Zatem z = —2°0.



(b) z= (i+\/§)56

i+1
x| |z | argax
i+V3 | 2 /6
i+l | V2| 7/4
3 /2 | —n/12
z 228 | 27/3
Zatem z = —227 +4227\/3.

\/§3i40
(c) == n

x || arg e
V3 +3i 2/3 | /3
(V3 +3i)%0 | 240.320 | 47/3

V3+i 2 /6
(V3 +1)%0 220 47/3

z 620 0

Zatem z = 620,

5. Zapisa¢ wielomian w postaci iloczynu wielomianéw liniowych o wspélczynnikach zespolonych oraz w po-
staci wielomianéw stopnia co najwyzej 2 o wspotczynnikach rzeczywistych.

a) 25 -22-4,
Jednym z pierwiastkéw jest z = 2 oraz mamy 2° - 22 —4 = (2 - 2)(2? + 2 + 2), co jest przedstawieniem

w postaci wielomianéw stopnia co najwyzej 2 o wspolezynnikach rzeczywistych. Wielomian 22 + z + 2

-1+7i -1-/7i
2

R Zatem:

nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, a pierwiastki zespolone to

S e ) ()

oraz

b) z4-1.
Mamy 2% -1 = (22 -1)(22+1) = (2 + 1)(2 = 1)(2% + 1) jest przedstawieniem w postaci wielomianéw
stopnia co najwyzej 2 o wspélezynnikach rzeczywistych. Natomiast (2 +1)(z —1)(z +4)(2 — 1) jest w
postaci iloczynu wielomianéw liniowych o wspétczynnikach zespolonych.

6. Narysuj na plaszczyznie zbiory

a) A={zeC:|z+2-3i| <5},
Jest to kolo o promieniu 5 i sSrodku w punkcie -2 + 3i.

b) B={zeC:R(iz) > I(iz)},
Zauwazmy, ze R(iz) = -Jz oraz J(iz) = Rz, zatem mamy: Tz > Rz, czyli Tz < -Rz. Zatem jest to
péiplaszczyzna pod prosta y = —x.

c) C={zeC:R(*) <0}
(a+bi)® = a® - 3ab® +i(a®b - b). Zatem pytamy o a® — 3ab? < 0. Dla a > 0 mamy a? - 3b? < 0, zatem
a? < 3b%, czyli b € R\ (=00, —-a/\/3) U (a/v/3,00). Natomiast dla a < 0 jest na odwrét i dostajemy
a? > 3b%, wiec b € (a/V/3,-a/V/3). Zatem do zbioru C sklada si¢ z odpowiednich pomiedzy prostymi
b= a/\/§ oraz b=—a+/3 dla a < 0 oraz nad prosta b = a\/3 oraz pod prosta b = —a/\/§ dla a > 0.



