Matematyka A dla Wydzialu Chemii, semestr 2., 2020/2021
¢wiczenia 13. — rozwiazania

16 kwietnia 2021

1. Poshugujac sie wzorami Cramera rozwigza¢ uktad réwnan:
$1+2l‘2+3$3 =2
-1 +l‘2+2$3 =1

41‘1 +l’2+$3=3

Mamy
1 2 3
-1 1 2]|=2,
4 1 1
zatem uktad jest oznaczony oraz
2 2 3
1 1 2
3 1 1 2
T = = — = 1,
2 2
1 2 3
-1 1 2
4 3 1 -8
T2 = =~ = _47
2 2
oraz
1 2 2
-1 1 1
4 1 3 6
T3 = - - -3
2 2
2. Wykazaé, ze dla dowolnych a,b € Z uklad réwnan
13z +8y =a
8r+5y=>

ma dokladnie jedno rozwiazanie, ktore jest calkowite. Czy odpowiedz sie zmieni jesli zamienimy 13z na
14z7?

Mamy
13 8
‘ 3 5 =65-64=1=%0,
zatem uktad jest zawsze oznaczony, co wiecej jesli a,b € Z, to
_ 5a —8b <7
1
oraz 8a + 13b
T = L € Z
1
Tymczasem
14 8
‘ 3 5 ‘—70—64—6¢0



Uklad jest nadal oznaczony, ale tym razem

5a — 8b
x = ,
6
co juz nie musi by¢ liczba catkowita, np. dla a = 1,b = 0 nie jest.

3. Korzystajac ze wzorow Cramera rozwazy¢, czy nastepujace uklady réwnan sa oznaczone lub sprzeczne.
Jesli uklad jest oznaczony, podaé rozwiazanie.

2c+y+32=9
T-2y+z=-2
3r+2y+22="17
2z+3y-z=1
rT-y+z2=2
3xr+2y=>5
2 1 3
W pierwszym przypadku: det A= 1 -2 1 |=13, czyli uktad jest oznaczony.
3 2 2
9 1 3
detA;=| -2 -2 1 |=-13
7T 2 2
2 9 3
detAs=1 -2 1[=26
3 7 2
2 1 9
detAs3=(1 -2 -2 (=39
3 2 7
: -13 26 39
Coyliz=53=-l,y=13=2oraz 2= 35 =3
2 3 -1 1 3 -1
W drugim ukladzie: detA =1 -1 1 |=0oraz detA; =2 -1 1 [=4+ 0, wiec uklad jest
3 2 0 5 2

sprzeczny.

4. Uzywajac twierdzenia Cramera okredl dla jakich s,t € R uktad réwnan

20 +3y+z=1
(-6+t)z+4y+22z=5+5
Tr+4y+2=0

ma dokladnie jedno rozwiazanie. Nadal uzywajac twierdzenia Cramera znajdz to rozwiagzanie dla t = 2 i
s = 1 oraz wykaz, ze uktad jest sprzeczny dla s =0, o ile nie jest oznaczony.

Widzimy, ze
2 3 1
-6+t 4 2 |=8+42+4(-6+¢t)-28-16-3(-6+1) =t,
7 4 1

a wiec uktad ma dokladnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ # 0. Dla ¢t =2, s = 1 mamy:

1
2
1




2 1 1
4 6 2
70 1] -12
= -—Z2-6
y 5 5 ;
2 31
-4 4 6
7 4 0| 34
pe————— =7
2 2

Tymczasem dla t =0 i s = 0, wiemy, ze macierz wspétczynnikow przy zmiennych ma zerowy wyznacznik,
ale, gdy pierwsza kolumna to kolumna wyrazéw wolnych, to dostajemy

=4+20-8-15=1%0,

O Ot =
= s W
=N

co dowodzi, ze uktad jest wtedy sprzeczny.

5. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne ponizszych uktadéw réwnan.
a)
3a+2b+c+4d+3e=1
5a+8b+2c+5d+8=4
da-2b+c+Td+e=2

S5r+2y+8z=1

6xr—-3y—-4z=4

Tr+4y+92=6

4o - by -4z =-2
No to po kolei:

a) Korzystam z tego, ze kolumny moge napisa¢ w dowolnej, ale ustalonej kolejnosci i zapisze w kolejnosci
zmiennych: ¢, a, b, d, e:

13 2 4 3 1 1 3 2 4 3 1
2 5 8 5 8 4 |wo-2wi,wz—wi| 0 -1 4 -3 2 2 |wy+wn
1 4 -2 7 1 2 0 1 -4 3 -2 1|7/
1 3 2 4 3 1
0 -1 4 -3 2 2

[an}
jan}
jan)}
[an}
[an)
w

czyli ten uktad jest sprzeczny.

b) Korzystam z tego, ze kolumny moge napisa¢ w dowolnej, ale ustalonej kolejnosci i zapisze w kolejnosci
zmiennych: y, x, 2:

2 5 8 1 2 5 8 1
3 6 -4 4 6 12 -8 8
47 9 6 Wo -2, Wy - 2 4 7 9 6 wa + 3wy, w3 — 2w, Wy + dW1
5 4 4 -2 10 8 -8 -4
2 5 8 1 2 5 8 1
0 27 16 11 . 0 -3 -7 4 o 1
0 -3 -7 4 |22 g 27 16 11 |BTIWWaT W2
0 33 32 1 0 33 32 1
2 5 8 1 2 5 8 1
0 -3 -7 4 -1 21| 0 -3 -7 4 B
0 0 —47 47 | " 310 o 1 -1 [WaTUs
0 0 -45 45 — o 0o 1 -1



2 5 8 1 2
0 -3 -7 0
0 0 1 1 w1 — 8w3, wo + 7’[1)3 0
0 0 0 O 0

2 5 0 9 2 0 0 4

0 1 0 1 _5 01 0 1

0 0 1 -1 |“27°%0 g ¢ 1

0 0 0 O 0 0 O

Czyli ten uklad ma tylko jedno rozwiazanie: y =2,z =1,z =

5 0 9

-3 0 -3

0 1 -1

0 0 0
10

S Ao
21 0 0O

0 0

-1, czyli (1,2,

Z or~oco



