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Rozwazmy teraz aksjomaty (czyli podstawowe zasady, z ktérych wynika kazda inna) arytmetyki na liczbach
naturalnych. Te aksjomaty sformutowal Peano i sa one nastepujace (opisuja 0, operacje + oraz - i operacje nast,
ktéra nalezy rozumieé jako +1, uzywaja takze stalej 0):

1.

A T o

dla kazdego n, nie jest prawda, ze nast(n) =0,

dla kazdych n,m, jesli nast(n) = nast(m), to n =m,
dla kazdego n, n+0=n,

dla kazdych n, m, nast(n +m) = n + nast(m),

dla kazdego n, n-0 =0,

dla kazdych n,m, n-nast(m) =n-m+n

I jest jeszcze jeden kluczowy aksjomat (tak naprawde ,schemat aksjomatéw”) zwany indukcja matematyczna,
ktory poznaliscie przed chwila.
Inaczej méwiac do naszego zbioru aksjomatéw dodajemy dla kazdej wlasnosci p(n) nastepujacy aksjomat:

7.

Jesli ¢(0) oraz dla kazdego k, z tego ze p(k) wynika, ze ¢(nast(k)), to dla kazdego n, zachodzi ¢(n).

Sprobujmy zatem pokazadé jakis prosty fakt dotyczacy arytmetyki, korzystajac tylko i wylacznie z aksjomatow
Peano. Na przyklad udowodnijmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n, n = 0+ n (zauwazcie, ze to nie to samo, co
aksjomat trzeci, bo przeciez nie udowodnili$my, ze dodawanie jest przemienne!).

Skorzystamy z indukcji matematycznej:

teza dla n =0 brzmi 0 =0+ 0 i jest prawdziwa na podstawie aksjomatu trzeciego.

udowodnijmy teraz, ze z tego, ze zachodzi k = 0 + k wynika, ze zachodzi nast(k) = 0 + nast(k). Zal6zmy
zatem, ze dla pewnego k, mamy k = 0 + k. Wtedy nast(k) = nast(0 + k), co z aksjomatu czwartego jest
réwne 0 + nast(k), co konczy dowdd kroku indukcyjnego.

I na mocy aksjomatu indukcji konczy dowdd tego, ze dla kazdej liczby naturalnej n, n =0 + n.

1.

Udowodnij, korzystajac tylko z aksjomatéw Peano, za dla kazdych liczb naturalnych m, n, mamy nast(m)+
n =nast(m +n).

Wskazowka: Niech m bedzie ustalong liczbg przez caly dowdd. Rozpatrz przez indukcje teze dla n, Ze
nast(m) +n = nast(m +n).

. Udowodnij, korzystajac jedynie z aksjomatow Peano oraz dwoéch do tej pory udowodnionych faktéw, ze

dodawanie liczb naturalnych jest przemienne.

. Udowodnij, korzystajac jedynie z aksjomatéw Peano, ze dodawanie liczb naturalnych jest laczne (dla

kazdych liczb naturalnych p,q, 7, p+ (g +7) =(p+q) +7).

. Udowodnij, korzystajac jedynie z aksjomatéw Peano oraz tezy udowodnionej w zadaniu 3 (laczno$é doda-

wania), ze dodawanie liczb naturalnych jest rozdzielne wzgledem mnozenia (dla kazdych liczb naturalnych
p,g;r, (p-(g+7)=(p @)+ (p-7)).



5.

10.

Udowodnij, korzystajac jedynie z aksjomatéw Peano oraz przemiennosci dodawania, ktérg udowodnilismy
w zadaniu 8, oraz lacznosci dodawania (patrz zadanie 9), ze mnozenie liczb naturalnych jest przemienne
(dla kazdych liczb naturalnych n,m, (m-n=n-m).

Wskazowka: Postepuj podobnie jak przy dowodzeniu przemiennosci dodawania — zanim zabierzesz sie za
witadciwy dowdd udowodnij dla mnozenia fakty podobne do tych, ktére dla dodawania zostaly udowodnione.

Wykonaj dziatania (w drugim przypadku warto skorzysta¢ z moduléw i argumentéw!):

(3+i)2  (1-2)3
(1+2)2  (1+i)?

B(1 )10
(1+iv3)7(V3 i)

Wida¢ od razu, ze dodawania liczb zespolonych od strony geometrycznej, to po prostu dodawanie wektoréw
na plaszczyznie zespolone;j.

Ale duzo bardziej ciekawe jest mnozenie i z pomoca przychodzi tu postaé¢ biegunowa. Mianowicie okazuje
sie, ze mnozenie dwdéch liczb zespolonych przez siebie powoduje przemnozenie ich modutéw i dodanie ich
argumentéw. Ten fakt jest wyjatkowo przydatny przy liczeniu poteg licz zespolonych — i stad bierze sie
tzw. wzor de Moivre’a:
2" =|2|" (cosnArgz + isinnArgz) .
Zastosujmy te wiedze do jakiego$ przyktadu, np. policzmy (1 +4)%(\/3 —4). Mamy:
e 1+ima modul /2 i argument 1> a zatem (1+4)% ma modut 8 i argument %’T, czyli inaczej 5.

e V/3-ima modul 2 i argument =, a zatem (1+4)%(v/3 - i) ma modut 16 i argument — 2.

Liczb zespolonych mozna w zwiazku z tym z powodzeniem uzy¢ do rozwiazania zadan geometrycznych:

. Na bokach AB i AC tréjkata ABC zbudowano, po jego zewnetrznej stronie, kwadraty ABDE 1 ACFG.

Punkty M i N sa odpowiednio érodkami odcinkéw DG i EF. Wyznacz mozliwe wartoéci wyrazenia
MN : BC (zadanie pochodzi z LII OM).

Wskazowka: Nalezy przeprowadzi¢ dowdd ,nie wprost”.

. Zauwaz, ze dla kazdej liczby zespolonej z # 0 mamy zawsze n liczb x takich, ze 2™ = z. Rzeczywiscie

n

pierwsza z nich powstaje poprzez policzenie pierwiastka z modutu {/|z| oraz podzielenia argumentu przez
n. Ale jesli do takiego argumentu dorzuce jeszcze dowolna wielokrotnosé liczby 2%, to po podniesieniu
do potegi n dostane to samo, bo dodatkowy kat zsumuje sie do wielokrotnosci 2w. Wszystkie te liczby
bedziemy nazywaé pierwiastkami. Znajdz wszystkie v/~16.

. Dane sg punkty B i C. Punkt A jest dowolnym punktem ustalonej polptaszczyzny wyznaczonej przez

prosta AB. Na bokach tréjkata ABC' zbudowano, na zewnatrz, kwadraty ABDE i ACFG. Wykaz, ze
wszystkie tak otrzymane proste DF' przechodza przez pewien ustalony punkt, zalezny tylko od potozenia
B i C (zadanie pochodzi z artykulu z ,Delty” autorstwa J. Jaszunskiej).

Wskazowka: Umie$é te sytuacje na plaszczyinie zespolonej.
Udowodnij, ze dla dowolnej rodziny zbioréw 4 nastepujace warunki sg rownowazne:
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