Matematyka 0 WCh, 2020/2021
¢wiczenia 35. 1 36. — rozwigzania

19 1 22 stycznia 2021

1. Oblicz:
a) [eY®dr,

Podstawiamy t = \/z, zatem x = t> oraz dx = 2t dt. Potem przez czesci

feﬁdx:2/tetdt:2(tet—/etdt):Qet(t—1)+C:2e\/§(\/E—l)+C.

$xdx
b) [ T
+ ¥z
Podstawiamy ¢ = /x, wiec g; = 65,};5 = 615
/xd 61 6dt
/ﬁx: dt:6[(t4—t2+1)dt— =
1+ ¥z 1+1¢2 1+¢2
= 6t°/5 - 2t + 6t — Garctgt + C = 6V 25 /5 - 2¢/2 + 6 /7 — 6arctg /x + C.
2. Oblicz:
2dz
RS
dt
t=x-4,— =1
2dx dx 2dt -2 -2
— = f —=—+C=———-+C.
(z-4)* t4 33 3(x-4)3
dz
b
)/ xt+
Rozkladamy mianownik na czynniki: (z* + ) = z(x + 1)(2? - 2 + 1) i wyliczamy rozklad na utamki
proste:
1 A B Cx+D
- = + ,
¥+ oz x+1l a?-x+1
a zatem:
1=A(x+1)(2?-z+1)+Bx(z® —2+ 1)+ (Cz + D)z(z+1) =
=A@@®+1)+ B(a® -2+ 2) + C(2® + 2°) + D(2? + ),
czyli:
A=1
B+D=0
-B+C+D=0
A+B+C=0

Czyli: A=1,B = —%,C = —%,D = %, a wiec:

t:xz—x+l,ﬁ:2x—1
[ dx _/d;v 1 dr 1 [ (2z-1)dx dx

zd+x

r 3 rz+1 3 22-z+1

=ln|m|—%ln|aﬁ+1|—%ln|t|+0=ln|x|—éln|x+1|—%ln(m2—x+1)+a



22+ 3
¢) | —5——F—=dx,
)/ (22 + 2z +4)2
22 + 22 + 4 nie ma zadnych pierwiastkéw, wiec mamy do czynienia juz z utamkiem prostym. Wiec:

/‘ 2z + 3 f 2z +2 +f 1 d
——dz.
(22 + 2z +4)2 (22 +2x +4)2 (22 +2x +4)2

Pierwsza z tych catek to proste podstawienie, a wigc:

dt
t:x2+2x+4,d—:2x+2

2x + 2 T -1
f = —— _.c
(:172+2:c+4)2 2?2 +2x+4
7 druga calka jest wiecej klopotu, bo potrzebne jest wymyslne podstawienie ¢ = %, a W naszym

wypadku A=4-16=-12 oraz p=2, czyli t = "“\/71 i fil; = % Czyli:

B V3dt /3 dt
.[(:c2+2x+4)2 v 9(t2+1)2_7f(t2+1

i korzystamy z wzoru rekurencyjnego i dostajemy:

s [ )= (1 s mast) s
0o J @+ e ) 172) s\ S

a wiec ostatecznie:

27 +3 1 1 x+1 V3 r+1
f dx = - + = + —arctg +C.
(22 + 2z +4)2 22+2x+4 622+2x+4 18 V3

22 -3z +2

d) [ ———=dx

x(x2+2x+1)

Mamy:
22 -3z +2 2?2+ 2r+1- 51:+1 dx S5z -1
| szt ] - [ 5~ s
x(22+2x+1) x(22+2x+1) z(x?+2x+1)

O ile z pierwsza calka nie ma ktopotu, bo, to trzeba druga roztozyé¢ na utamki proste:

5z -1 A Bx+C
==+ .
x(x2+2x+1) x 2?2+2x+1
A wigc:
A=-1
2A+C=5 ,
A+B=0
azatem A=-1,B=1,C=71:
5xr -1 dx x+7
/ f dx =
33(1:2+2x+1) (z+1)2
1 27 +2 d In(z? + 2z + 1
=-—Inlx|+ = Ldm+6f7x:—l || n@+2w+1) 6 +C.
2J 22+2x+1 (x+1)2 2 l+x

Zatem ostatecznie:

[ 22 -3z +2 dx_ln(x2+2x+1)_ 6 LC

w(x2+2x+1) 2 l+x



Mamy: 23 -1 = (z - 1)(2® + z + 1), a zatem:

3 A Bz +C
= —+ s
3-1 -1 22+2+1

czyli:
A-C=0
A-B+C=3 ,
A+B=0

3x dx -r+1
f dx:f +f7dx:
3 -1 z-1 2+zr+1

1 2 + 1 In(a? 1
Cnfp-1]- 2+ deﬁfdiﬂf:m_”_Mﬁ[dix,
2 x2+x+1 2 z2+x+1 2 2 z2+x+1

zatem: A=1,B=-1,C=11i

a w przypadku tej ostatniej calki potrzebujemy naszego podstawienia: t = \7}%, a w naszym wypadku
_ _ _ cg_ 2w+l - odt _ 2 ‘.
A=1-4=-3orazp=1,czylit= \/% v Czyli:
dx V3/2 2V/3 24/3 2z +1
[ 3 :/3 5 t= arctgt = ——arctg——— + C,
2z +1 J(t2+1) 3 3 V3
a zatem w koncu:
f 3z d =
23 -1
In(z? 1 2 2¢ +1
=ln|z-1|- n@”+o+ )+§ \/garctg e
2 2 3 V3
3. Oblicz:
/o —
a) fwdx
z-1
t2+3 dt
t=V2x-3,x=—,—=1/V22-3
f:c+\/2x 2 dr /
3 +2t% + 3t 2t 2 t2
:f¥dt:f(t+2+ )dt:—+2t+1n(t2+1)—2arctgt+cz
2 +1 2+1 2+1 2
2¢x -3
- x2 +2v2z - 3 + In(2z - 2) - 2arctgy/2z - 3 + C.
dz
b ;
) fem+e‘””
t=e",—=e
/ = fizfizarctgt+0:arctge +C.
er +e* t(t+t1) t2+1
dx
°) [3sinx+cosa:'
f Tt 1+tg? % 2t 1-12
=tg—,— = ——=,sinx = ——,co8x = ——
dz 52T 2 1+£2 1+ 12 I 24t
3sinx +cosx N (6t 1-12)
2dt dt dt
:f _ :f - “lnft -3 -V10|-Inft -3+ /10| + C =
-t2+6t+1 t-3-v10 t-3++/10

:ln‘tgg—3—\/10‘—ln‘tgg—3+\/10 +C.




