Matematyka 0 WCh, 2020/2021

¢wiczenia 31. — rozwiazania

11 stycznia 2021

1. Ile rozwigzan ma réwnanie?

a) 23 -62%+92-10=0,
Sprawdzmy znaki pochodnej 322 — 122 + 9. Jest réwna zero dla 2 = 1 i z = 3, zatem mamy:
e dlaz<1, f/(z)>0, fro$nie

edlax=1, f/(1) =0, f(1) = -7, i jest to lokalne maksimum, zatem f wcigz nie przekroczyla osi
0X.

e dlaze€(1,3), f/(z) <0, f, maleje
e dla z =3, f/(1) = 0, mamy lokalne minimum.
e dla x >3, f'(z) >0, f roénie i to nieograniczenie, bo lim,_ f(z) = oo, wiec na tym przedziale
przecina 0§ OX.
A zatem jest tylko jedno rozwigzanie (i wiemy o nim, ze jest > 3).
b) 3z - 423 - 622 + 122 - 20 = 0,
Wskazéwka: postepuj podobnie jak poprzednio. f’(z) = 1223 - 1222 - 122+ 12 = 12(x - 1)?(z + 1).
¢) z° - 5x = a, w zaleznosci od a.
Niech f(z) =2 -5z, f'(z) =52 -5=5(x +1)(z - 1)(2? + 1). zatem mamy:
dla x < -1, f'(z) >0, f ro$nie (i limy o f(z) = —00).
dla z = -1, f'(-1) = 0, mamy lokalne maksimum f(-1) = 4.
dla z e (-1,1), f'(z) <0, f, maleje
dla z =1, f/(1) = 0, mamy lokalne minimum, f(1) = —4.
dla > 1, f'(x) >0, f roénie i to nieograniczenie, bo lim,_, f(z) = cc.

Podsumowujac dla a < -4 jedno rozwigzanie, dla a = -4 dwa rozwiazania, dla a € (-4,4) trzy rozwia-
zania, dla a =4 dwa rozwigzania i dla a > 4, jedno rozwiazanie.

d) e® = az?, w zaleznogci od a.
Jest jasne, ze dla a < 0, ax? < 0, podczas gdy € > 0 dla kazdego z, wiec wtedy réwnanie nie ma
rozwiazan.
Dla a > 0 oraz x < 0 mamy zawsze jedno rozwiazanie, poniewaz e, roénie od lim,_,_ ., e =0 do e’ =1,
za$ ax? maleje od lim,_,_o az? = co do a0? = 0.
W przedziale = > 0 sprawa sie troche bardziej komplikuje. Wiadomo, ze lim,_, . (% — ax?) = 0, ale samo
rownanie moze mie¢ 0, 1 lub 2 pierwiastki w zaleznosci od tego jakie duze jest a. Poszukajmy takiego a,
dla ktérego jest tylko jedno rozwigzanie. Wtedy w pewnym punkcie z, wykresy e® oraz ax? sa styczne,
zatem maja réwne wartoéci e = az? oraz pochodne e® = 2ax. Zatem z = 2 oraz a = e?/4. Mamy zatem
dla a € (0,e*/4) zero rozwiazan dla x > 0 (w sumie jedno dla z € R), dla a = €?/4, jedno dla = > 0 (w
sumie dwa) i dla a € (€?/4, 00) mamy dwa rozwiazania dla x > 0, czyli w sumie jest ich 3.

2. Wykaz nieréwnosci:

a) e$>1+x+§,dlax>0.

Dla 2 = 0 mamy € = 1, 1 + 0+ 0 = 0, natomiast pochodne to e* oraz 1 + z, i oczywiscie dla = > 0,
e®>1+x, bowiem ¢® =1+0, a e® > 1.



b)

. Zbadaj przebieg funkcji f(x) =

sinz —siny > &Y dla -Z F<y<w<3.
Z Twierdzenia Langrange a w jest réwne wartosci pochodnej (sinz)’ = cosz w pewnym punkcie
€ [z,y]. Ale cosz>fd1az€(—§,§)

¥x<sinx, dla 0 <z <7,

Rozwazmy f(x) =sinx - Q—\Tr/ia: Mamy f(0) = f(w/4) = 0. Pochodna to cosz — 27\6, za$ druga pochodna
to —sinz < 0 na danym przedziale. Zatem funkcja f jest wklesta na tym przedziale, a wigc na tym
przedziale musi by¢ wigksza od 0.

15> dla 0 <z # 10.

Dla z = 10 mamy In 10 po obu stronach. Natomiast pochodne to odpowiednio 1/x oraz 1—10. Dla z < 10,
1)z > {5, a zatem Inz < -1 +1In10 + %, natomiast dla x < 10, 1/z < {5, a zatem Inx < -1 +1n10 + %5.

Inz<-1+In10+ &

10° 10° 10°

G)? +1)3 i narysuj jej wykres.

Wskazowka: zbadaj kolejno: dziedzing i miejsca zerowe, ciaglo$é, granice w punktach nieciaglosci i na kon-
cach przedzialéw okreslonosci, asymptoty, rozniczkowalnosé, przedzialy monotonicznosci, ekstrema, druga
pochodna, wypuklosé, punkty przegiecia, tabele przebiegu zmiennosci funkcji, parzystosé, nieparzystosé,
okresowosé, szkic wykresu i przeciwdziedzine.



