Matematyka 0 WCh, 2020/2021

¢wiczenia 28. — rozwiazania

21 grudnia 2020

1. Korzystajac z reguly de I’'Hospitala oblicz granice:
a) lim,_ o 2%96(0,5)".
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lim z5%6(0,5)% = lim —,
a wiec licznik i mianownik dazy do nieskonczono$ci, to stosujemy regule de I’'Hospitala. Widaé, ze
proces ten trzeba powtorzy¢ 666 razy
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Licznik i mianownik dazy do —oo, to stosujemy regule de I’'Hospitala.

Inx 1/x - lim sinz
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im ——— =1 .
z—0* In(sinz) «—0* cosz/sinz «—0* zcosx

bo lim, o #7* = 1.
C) limw_>0+ e,
Wskazéwka: z5"% = @2 wiec zhadaj granice funkcji T /ln.’” .
sinx

d) hmx_,% (33 = 7T/2) tgx.
—/2) si
Wskazowka: (z - 7/2) tgx = (z—m/2)sinz
COST
e) lim,_o+(sinx)'8®.
WekazGwa: (Sinm)tgz - eln(smz).tgz: wiec zbadaj granice funkcji %

2. Oblicz pochodna funkcji f(z) = arctgr + arctg%. Czy f jest funkcja stata?
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Wiemy juz, ze (arctgz)’ =
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Zatem f'(z) = 0. Funkcja f jednak nie jest stala, co zasadza sie¢ w tym, ze 0 jest poza dziedzina tej funkcji.
W szezegolnosci, jesli @ = tga > 0 oraz a € (0,7/2), to + = tg(r/2 - a), zatem f(z) = a+ (7/2-a) = 7/2.
Natomiast jesli = = tga < 0 oraz a € (pi/2,0), to % =tg(m/2 - a), zatem f(z)=a+ (-7/2-a)=-7/2.

3. Jaki jest minimalny czas dojscia do domu stojacego przy prostoliniowej szosie w odlegtoéci 13 km od
miejsca, w ktorym sie¢ znajdujemy, jesli odlegtos¢ od szosy wynosi 5 km. W terenie poruszamy si¢ z
predkoscia 3 km/h, za$ po szosie z predkoscia 5 km/h.

Zatem dlugoéé szosy to 12. Idziemy po prostej do szosy (w punkcie z) i potem szosa 12 — x km do domu
(a wiec x € [0,12]). Zatem czas przejécia to

t(z) = V52 + 22/3 + (12 - 2)/5,



zatem
T 1
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Co zeruje sie dla x = 15/4. Ten punkt rzeczywiscie odpowiada minimum, bo pochodna na odcinku [0,15/4)
jest ujemna, a na odcinku (15/4,12] dodatnia. Zatem minimalny czas to

t'(z) =

t(15/4) = 56/15.

. Ciezaréwka porusza sig¢ po autostradzie ze stala predkoscia v km/h. Minimalna predkosé dla ciezaréwek
na autostradzie wynosi 50 km/h, maksymalna 100 km/h, litr benzyny kosztuje 2 zt (bardzo stare ceny!),
kierowca otrzymuje 10 zt za godzine swej pracy. Ciezaréwka zuzywa 11+ % litréow paliwa w ciagu godziny
jazdy z predkoscig v. Przy jakiej predkosci koszt przejazdu ustalonego odcinka trasy jest najmniejszy?

Mozemy policzy¢ cene dla 1km dla predkosci v. Ta cena to:
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co zeruje sie dla v = 80, i jest ujemne na przedziale (0,80) i dodatnie na przedziale (80, 00). Zatem dla

v =80 km/h mamy minimum ceny.

. Czy sposréd beczek w ksztalcie walca o pojemnosci jednego metra szesciennego istnieje beczka o naj-
mniejszym polu powierzchni? Jedli tak, to znalezé jej wymiary. Czy istnieje beczka w ksztalcie walca, o
pojemnosci jednego metra szeSciennego, o érednicy mniejszej niz milimetr i polu powierzchni wiekszym
niz bilion kilometréw kwadratowych? Czy istnieje beczka w ksztalcie walca, o pojemnosci jednego metra
szedciennego, o $rednicy wiekszej niz kilometr i polu powierzchni wiekszym niz bilion kilometréw kwadra-
towych?Uwaga: beczka sklada sie z dna, powierzchni bocznej i pokrywy.

Objetoéé beczki to V = 7r?h = 1, zatem h = #, za$ jej pole powierzchni
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oraz 9
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zeruje sie dla r = %Qﬂ, i na przedziale (0, %/%) jest ujemna, a potem dodatnia, zatem w punkcie %/%
funkcja S(r) ma swoje minimum. Czyli tak, dla r = %\/ﬂ oraz h = 3/4/x.
Tak, lim,_q+ S(r) = oco.

Tak, lim, e S(r) = .

. Zmalez¢ maksimum objetosci stozka wpisanego w kule o promieniu 1.

Wskazéwka: Niech a to bedzie odleglosé od érodka sfery do podstawy stozka. Wtedy jego wysokosé to
1 + a, natomiast $rednica jego podstawy to V12 — a2, zatem

V(a) = éw(l -a®)(1+a).

Po obliczeniu pochodnej i przyréwnaniu do 0 dostajemy maksimum dla a = 1/3, zatem V = W% = 382—1”.



