Matematyka 0 WCh, 2020/2021

¢wiczenia 24. — rozwiazania

8 grudnia 2020

1. Zbadaj ciaglo$¢ nastepujacych funkcji:

n%, z+0

a) d(x):{zi T

Wskazowka: granica w 0 nie istnieje, bo dla z,, = # - 0 mamy f(xz,)=0-0,ale dla y, =
mamy f(y,)=1- 1.

b) f(x) = =]
Oczywiscie f jest ciagla dla x €e R\ Z, bowiem dla x € (2,2 +1), z € Z, mamy f(x) = z. Tyczasem, jesli
w punkcie z € Z mamy lim,_,.- f(z) = lim,,-(2-1) = z = 1 oraz lim, .+ f(z) = lim,_ .+ z = z, czyli
granice jednostronne sg rézne. f nie ma w punktach calkowitych granicy, zatem tez nie jest ciagla.

c) g(x) = z[z]
Oczywiscie f jest ciagla dla x € R\NZ, bowiem dla z € (2,2+1), z € Z, mamy f(z) = z(2+1). Tyczasem,
jedli w punkcie z € Z mamy lim, .- f(z) = lim, .- £z = 2% oraz lim,_,.+ f(x) = lim,_.+ z(2+1) = 2% + 2,
czyli granice jednostronne sa rézne dla kazdego z # 0. f nie ma w niezerowych punktach catkowitych
granicy, zatem tez nie jest w nich ciagta. Natomiast dla z = 0, mamy 22 = 22 + 2, zatem f ma granice
w zerze 1 ta granica wynosi zero, tyle, co f(0). Zatem f jest ciagla w punkcie 0.
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d) h(z)={r-|z]
T x el

Znéw widad, ze ta funkcja jest ciagta dla x € R\ Z, bowiem dla z € (2,2 + 1), 2z € Z, mamy f(x) = -%.

Dla z € Z~ {0} mamy lim,_, .- f(z) = lim,_, .- ﬁ = ﬁil) =z, alelimg .+ f(x) = limg_..+ %= = +o00

(dodatnia dla z > 0 i ujemna dla z < 0). A zatem tylko lewa granica jest réwna wartosci funkcji (funkcja
jest lewostronnie ciagla w tych punktach). Nie ma jednak granicy i nie jest zatem ciagla w tych

punktach.

0 _
0+1 —
A zatem tylko lewa granica jest réwna wartosci funkeji (funkcja jest lewostronnie ciagla w zerze). Nie

ma jednak granicy i nie jest zatem ciggla w zerze.

Natomiast dla zera: mamy lim,_o- f(z) = lim,_o- ﬁ = 0, ale lim, o+ f(x) = limgo+ -5 = 1.

-2sinz, x < -7f2
2. Zbadaj ciaglodé funkeji h(z) ={asinz +b, -m/2<x<7/2.
cosx, x>7/2

Wskazéwka: sprawdz granice lewo i prawostronne w ,podejrzanych punktach” -7 /2 oraz /2.

3. Udowodnij, ze funkcja f(z) =sinx jest jednostajnie ciagla na R. Wskazdwka: ze wzoréw trygonometrycz-
nych: sino - sin 3 = 2 cos “5= sin <52

Niech € > 0. Wystarczy wzia¢ § = min(e, ). Rzeczywiscie, jesli |z1 — xo| < 0, Bez straty ogdlnosci zatézmy,

7e T1 > T, zatem |sinzy —sin x| = |2cos BT sin %| =2 |cos %Hsin %| < 2-1-sin #1572 < 2. F1%2 =

r1—-29<d=¢c.0

4. Udowodnij, ze funkcja f(x) = % nie jest jednostajnie ciagla na przedziale (0,1).

Niech ¢ = 1. Zalézmy, zZe istnieje § oraz zalézmy bez straty ogdlnosci, ze d < %, taka ze dla kazdych x1,xo,

takich ze |x1 — 22| < § mamy ‘—1 + L
Xy )
1

oraz |- — 1| =2>1, co daje sprzecznosé. 0.
T T ’

< 1. Niech z; = oraz zs = 2% A zatem 0 < 29 < 1, czyli |21 —xa| < §
8



5. Wykaz, ze réwnanie tgx = x ma nieskonczenie wiele rozwiazan.
Rzeczywiscie, funkcja h(z) = tgx — x jest ciggla na kazdym przedziale
(-7/2 + km; /2 + k)
oraz
lim tgz=-o00
-7 /2+kmt

i limy,_r/o4kr- tg2 = +00, zatem w kazdym takim przedziale istnieja punkty zo,x1, ze f(x0) <0< f(x1),
a zatem z wlasnosci Darboux wynika teza.

6. Naszkicowaé wykres funkcji okreslonej wzorem

f(z)=lim V1+a"z>0.

Dla 0 <z <1 mamy 1< {/1+ 2" < ¥/2. Ale poniewaz lim,,_0, ¥/2 = 1, to z twierdzenia o trzech ciagach,
w tym przypadku lim, . V/1+2" =1.
Dlaz > 1mamy z < V1 +z" < V22" = 2z, wiec znowu z twierdzenia o trzech ciagach, lim,,_, V1 + 2" =

x. Zatem
1, 0<z<1,
f(z) :{ :
z, x>1
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