Matematyka 0 WCh, 2020/2021

¢wiczenia 23. — rozwiazania

7 grudnia 2020

1. Zbadaj ciaglo$¢ nastepujacych funkcji:

a) y(z) =z -2|
Ta funkcja jest ciagla wszedzie. Jedyna watpliwo$é mégtby budzié punkt z = 2, ale limg o+ |2 — 2| =
limg 9+ x — 2 =0 oraz lim,_o- |z — 2| = lim, o+ — + 2 = 0, zatem lim, o |z - 2| =0 = f(2).
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b) f(x) {07 "
Nie budzi watpliwosci, ze ta funkcja jest ciggla poza punktem x = 0. Ale jest ciggla takze w punkcie x =
0, bowiem jesli z,, — 0, to ciag z,, sin %ﬂ jest iloczynem ciggu zbieznego do zera i ciggu ograniczonego,
a zatem calo$¢ jest zbiezna do zera. Zatem z def. Heinego, lim,_o f(2) = 0 = f(0). Zatem ta funkcja
jest ciagla.

c) g(z) =z - |z]
Ta funkcja generuje cze$é utamkowa liczby. Zatem jesli x € [n,n+1) dlan € Z, to g(x) = x—n jest ciagla
wewnatrz tego przedzialu. Jedyne miejsca, w ktérych moze by¢ nieciagla, to x catkowite. I rzeczywiscie,
jesli z € Z, to lim, .+ g(x) =x -2 =0, ale lim,_, .- g(x) =x - (2 - 1) = 1, czyli ta funkcja nie ma granicy
w punktach catkowitych i zatem nie jest ciaggla w tych punktach.

d) h(z) = {: z;g

Ta funkcja jest ciagta w punkcie = 0. Bowiem jesli z,, - 0, to —|x,| < h(zy) < |z,|, wiec z twierdzenia
o trzech ciagach h(z,) — 0, a zatem lim,_o h(x) = 0 = h(0).
Nie jest natomiast ciagta dla x # 0.

2. Czy istnieje liczba a € R, taka, ze nastepujaca funkcja jest ciagla w punkcie xg = 07
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a) f(x):{

Tak, a =0 jest jedyna taka liczba, bowiem jesli x,, — 0, to ciag x, sin .= jest iloczynem ciagu zbieznego
do zera i ciagu ograniczonego, a zatem calosé jest zbiezna do zera.

b) f(x):{

Nie, bowiem arctgz™! nie ma granicy w zerze, lim,_o+ arctgz™! = 7/2 oraz lim,_o- arctgz™ = -7/2.
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3. Zbadaé ciagtoéé funkcji f okreslonej jako f(x) = lim,, e (sinz)?".

Skoro |sinz| < 1 dla x # km + /2, to f(z) = lim,,_e (sinz)?" = 0 dla takich x. Natomiast dla x = 27 + 7/2,
sinx = +1, wiec f(x) =1 dla takich z, czyli

) 0, dlaxe (kr-7/2,kr+7/2),keZ,
x) =
1, daz=kr+7/2,keZ

Co oznacza, ze ta funkcja jest nieciagla w punktach zbioru {km + pi/2:k € Z} i ciagla w kazdym innym
punkcie.



4. Wykazaé, ze réwnanie 2% = 1 ma co najmniej jedno rozwiazanie nalezace do przedziatu (0,1).
Sprawdzamy wartosci funkcji f(xz) = 2% — 1, ktéra jest oczywiscie ciagta. f(0) = -1<0, oraz f(1) =1>0,
zatem z wlasnosci Darboux, istnieje a € (0,1), ze f(a) = 0, zatem takie a jest rozwiazaniem tego réwnania.

5. Udowodnij, ze wielomian 22° - 323 + 2 + 4 ma w przedziale (-2,1) co najmniej jeden pierwiastek.

Zauwazmy, ze w(-2) = -64+24+4+4=-32<0oraz w(l) =2-3+1+4 =4>0, a zatem z wlasnosci
Darboux istnieje = € (-2,1), ze w(z) =0. O



