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1. Oblicz, o ile istnieją, granice funkcji:

a) limx→7
2 −
√
x − 3

x2 − 49

lim
x→7
2 −
√
x − 3

x2 − 49
= lim
x→7
(2 −
√
x − 3)(2 +

√
x − 3)

(x2 − 49)(2 +
√
x − 3)

=

= lim
x→7

4 − x + 3

(x2 − 49)(2 +
√
x − 3)

= lim
x→7

−1

(x + 7)(2 +
√
x − 3)

=
−1
14 ⋅ 4

=
−1
56
.

b) limx→5
3
√
x − 4 − 1
x − 5

Skorzystam z podstawienia y(x) = x − 5. Zatem jeśli x → 5, to y → 0, co więcej oczywiście y = 0, tylko
gdy x = 5. Zatem:

lim
x→5

3
√
x − 4 − 1
x − 5

= lim
y→0

3
√
y + 1 − 1
y

= lim
y→0
( 3
√
y + 1 − 1)(( 3

√
y + 1)2 + 3

√
y + 1 + 1)

y(( 3
√
y + 1)2 + 3

√
y + 1 + 1)

=

= lim
y→0

y

y(( 3
√
y + 1)2 + 3

√
y + 1 + 1)

= lim
y→0

1
( 3
√
y + 1)2 + 3

√
y + 1 + 1

=
1
3
.

c) limx→−∞
x2 − 10x + 20

x − 10

x2 − 10x + 20
x − 10

=
x − 10 + 20

x

1 − 10
x

ÐÐÐ→
x→−∞

−∞− 10 − 0
1 + 0

= −∞.

2. Wiedząc, że limx→0
sinx
x

= 1, oblicz limx→0
sin 2x
sin 5x

.

Skoro limx→0 sinxx = 1, to limx→0 sin5x5x = 1 i limx→0 sin2x2x = 1, a zatem

lim
x→0
sin 2x
sin 5x

= lim
x→0

1
2x sin 2x
1
5x sin 5x

⋅
2
5
=
1
1
⋅
2
5
=
2
5
.

3. Wiedząc, że limx→±∞ (1 + 1x)
x
= e, oblicz limx→0 (1 − x)

1
x .

Policzę osobno
lim
x→0−

(1 − x)
1
x

oraz
lim
x→0+

(1 − x)
1
x .

Stosuję podstawienie y = 1
x
− 1. Jeśli x→ 0−, to y → −∞ – i jest tylko wtedy. A zatem

lim
x→0−

(1 − x)
1
x = lim

y→−∞(1 −
1

y + 1
)

y+1
= lim
y→−∞(

y

y + 1
)
y+1

=

1



= lim
y→−∞

1

(
y+1
y
)
y+1 = limy→−∞

1

(1 + 1
y
)
y
(1 + 1

y
)
=
1
e ⋅ 1

=
1
e
.

Podobnie dowodzimy, że

lim
x→0+

(1 − x)
1
x =
1
e
,

a zatem ponieważ obie granice są równe, to

lim
x→0
(1 − x)

1
x =
1
e
.

4. Wyznacz asymptoty (poziome, pionowe, ukośne) funkcji:

a) f(x) =
1

x + 2
Oczywiście limx→−2+ f(x) = ∞, czyli x = −2 jest asymptotą pionową prawostronną. Jest ona też asymp-
totą lewostronną, bowiem limx→−2− f(x) = −∞.
Poza tym limx→∞ f(x) = 0 = limx→−∞ f(x), więc prosta y = 0 jest obustronną asymptotą poziomą. A
zatem oczywiście nie ma asymptot ukośnych.

b) g(x) = 2x + 3
Oczywiście nie ma asymptot pionowych, ani ukośnych. Jedynie limx→−∞ g(x) = 3, a zatem y = 3 jest
asymptotą poziomą lewostronną.

c) h(x) =
x2 + 3x
x + 1

Przede wszystkim mamy asymptotę pionową x = −1, bo limx→−1− h(x) = limx→−1− (x + 2 − 2
x+1) = ∞

oraz limx→−1+ h(x) = limx→−1+ (x + 2 − 2
x+1) = −∞.

Sprawdzamy asymptotę skośną: limx→∞
h(x)
x

= limx→∞
1+ 3x
1+ 1x

= 1. Oraz limx→∞(h(x)−x) = limx→∞ 2x
x+1 =

limx→∞ 2
1+ 1x

= 2. A zatem prosta y = x + 2 jest asymptotą ukośną prawostronną. Jest tak naprawdę

obustronna, bo również limx→−∞
h(x)
x

= 1 oraz limx→∞(h(x) − x) = 2.

5. Naszkicować wykres funkcji
f(x) = lim

n→∞(arctgnx).

Gdy x = 0, to nx = 0, więc arctgnx = 0. Gdy x > 0, to limn→∞ nx = ∞, więc

f(x) = lim
n→∞(arctgnx) = limx→∞(arctgx) = π/2

oraz gdy x < 0, to limn→∞ nx = −∞, więc

f(x) = lim
n→∞(arctgnx) = limx→−∞(arctgx) = −π/2.
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