Matematyka 0 WCh, 2020/2021

¢wiczenia 14. — rozwiazania

16 listopada 2020

1. Trygonometria.

a) Zdefiniuj kosinus dowolnego kata ¢ > 0.

Jest to pierwsza wspolrzedna punktu polozonego na okregu jednostkowym o $rodku w $rodku ukladu
wspotrzednych, takiego, ze kat pomiedzy dodatnia pétprosta osi x i promieniem okregu w tym punkcie
wynosi .

b) Znajdz zbiér A zlozony z tych t € R, dla ktérych zachodzi nier6wnosé:
32cos’ t — 48 cos? t + 22 cos?t -3 > 0.

Niech x = cos? t. Rozwigzmy réwnanie 322> - 4822 + 2223 = 0. Zgadujemy, ze x = 1/2 jest rozwiazaniem
(rzeczywiécie dla z = 0 mamy warto$¢ ujemna, a dla = 1 dodatnia). Mamy tez 32z — 4822 + 221 -3 =
(z-1/2)(3222-322+6), wiec pozostale pierwiastki, to x = 1/4 oraz x = 3/4. Zatem 32x3-482%+222-3 > 0
dla x € (1/4,1/2) lub x > 3/4, czyli dla

cost € (—o0, —\/3/2) U (=V/2/2,-1/2) U (1/2,V/2/2)cup(v/3/2, ).
Zatem
A={t+2km:k e Znte (-m/6,7[6)u(m/4,m[3)u(27/3,3r[4)u(b7/6, 7w /6)u (5[4, 47 /3)u(bn/3,7x/8)}.

¢) Zaznacz na okregu o réwnaniu x” +y® = 1 zbiér punktéw zlozony punktéw postaci (cost,sint), t € A.
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2. Granice. Obliczy¢
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T — 0. Zatem granica calosci to 11/12.
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, zatem mozemy by¢ pewni, ze co najmniej dla odpowiednio duzych n,
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zatem szukana granica to 1/e404,

3. Logarytmy.

a)

b)

Zdefiniowaé log, ¢ pamietajac o zatozeniach dotyczacych c i d.
Wyrazenie to jest zdefiniowane dla ¢ > 0 oraz d € (0,00) \ {1} 1 wynosi a takie, ze d* = c.

) -2 -3
Rozwigza¢ réwnanie log a ; +log a 5+ log a 5 log V/1024.

Podnosimy 10 do obu stron i dostajemy

33+5.a:—2.a:—3: 19/1094 = 2
5 2 3 ’

(x+5)(x-2)(x-3) =60,

skad wida¢, ze jedno rozwigzanie to x = 5, pozostate dwa sa ujemne -2,-3, i jako takie nie maja to
zastosowania, bo powoduja, ze argumenty logarytmow sa poza dziedzing.

1 1024 41 27
Dowieé¢, ze log;(350 - 7) +logq & + og105 + 0g310

log;, jest funkcja rosnaca, wigc te nieréwnosci zachodzg wtedy i tylko wtedy, gdy:

<14log;y2 <2+ 2logy, 13.

1
(350 -7) - = V1024 - /274 < 21 <100 - 132

Lewa strona to 49-4-81 = 15876. Srodek to 16358, a prawa strona to 16900, wiec rzeczywiscie wszystko
sie zgadza.
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4. Granice. Niech a1 = —ay, +a;,, dlan=0,1,2,... oraz ag € R.

2)

Udowodnié, ze jedli 0 < |ag|? < 2, to |anyi1| < |an| i wywnioskowaé stad, ze wtedy ciag a,, ma skoficzona
granice i znalezé ja.

Mamy: ap1 = —an + a3 = a,(a? - 1). Udowodnimy najpierw, ze jesli 0 < |agl* < 2, to |a,|* < 2.
Rzeczywiscie w pierwszym kroku sie zgadza. W drugim kroku indukcyjnym zatézmy, ze |ax|*> < 2.
Wtedy |ag+1] = |ag|(ai - 1) <2- 1. Zgadza sie. Ale skoro |a,|* < 2, mamy

ans1| = |an|(ai = 1) <lan|- 1 =lan].

Zatem ciag |a,| jest malejacy i ograniczony z dotu przez zero, zatem ten ciag zbiega do granicy g oraz

g =9g(g>-1), zatem g = 0 lub g = +\/2, ale tylko ta pierwsza wersja ma sens, skoro cigg lan| jest

malejacy, dodatni i mniejszy od v/2. Czyli |a,| - 0, a zatem réwniez a,, — 0, bowiem —|a,| < a, < |a,|.

Ciag a, sam w sobie nie musi by¢ monotoniczny. Np. dla ag = -1/2 < 0 mamy a; = _71 . _73 = % >0,
3

=3.=54
CLQ—S 64 <0.



b) Udowodnié, ze jedli |ag|*> > 2, to |ans1| > |an| oraz ze wtedy ciag a, ma granice i wyznaczyé¢ ja w
zaleznodci od ag. Czy ciag (ay) jest monotoniczny?
Niech ag > /2, dowodzimy, ze dla kazdego n, a, > /2 przez indukcje. Rzeczywiscie, jedli aj > /2, to
Apy1 > \/5(2 -1)= V2. Zatem Gn+1 > Qn, czyli @, jest monotonicznym ciggiem rosngcym. Mamy zatem,
7€ Gy > ao(ag - 1)". Rzeczywiscie mozemy tego dowiesé tatwo przez indukcje. Skoro jednak ag -1>1,
to ag(ag — 1)™ — oo, zatem badany ciag réwniez rozbiega do +oo.
Podobnie, niech ay < —v/2, dowodzimy, ze dla kazdego n, a, < —/2 przez indukcje. Rzeczywiscie,
jesli ap < —\/2, to aps1 < —V2(2-1) = —/2. Zatem an41 < @y, czyli a, jest monotonicznym ciagiem
malejacym. Mamy zatem, ze a,, < ag(ag —1)". Rzeczywiscie mozemy tego dowiesé tatwo przez indukcje.
Skoro jednak a2 — 1> 1, to ag(a2 - 1)" — —oo, zatem badany ciag réwniez rozbiega do —oo.



