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¢wiczenia 9. — rozwigzania lub wskazéwki
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1. Korzystajac z twierdzenia zwiazanego z arytmetyka granic, oblicz granice ciagéw (dopuszczamy nieskon-
czonosci):

a) ap =-3n*+n?-4+2,
Zatem a, = n* (—3 + % + %) Wyrazenie w nawiasie zbiega do -3, wiec z twierdzenia o arytmetyce
nieskonczonych granic, calo$¢ rozbiega do —oc.

2
b) bn:?m;,
-n-2
_ n(3+2) 342 3
bn = ’n,(flf% = _1_% d = —3.
) 3n®+2n% -5
C) Cp=——F——,
" -n* -2
1 atproa 0
=y tosgs 20570
4n+2_3n
d) dp=—°"
) n _5n_;,_(_1)n+17
_(4\, 16-(3)" 16 _
dn=(3) "y 20 =0
4n+2_3n
e) €n = _4n+(_1)n+1’
gz 1-(8)" -(3)" 1_
en—T-ﬁ—lﬁ-ﬁelﬁ-_—l——lﬁ

f) In= Vn+1_\/ﬁv
fn = (Vnt1-vn)(Vn+l+vn) _  pal-n _ 1
no Vn+l+y/n T Vnrley/n o Vnrleyn®
caloé¢ zbiega do zera.
g) gn=vn(v2n+1-3n-1),
_ Vn(V2n+1-v/3n-1)(vV/2n+1+v3n-1) _ v/n-(-n) _ —n . C e . .
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Poniewaz mianownik rozbiega do nieskonczonosci to

2. Korzystajac z tego, ze lim,, oo (1 + %)n = e, oblicz granice:
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dy =/ (1 3%1)3” — {/e. (Znéw stosujemy fakt o podciagu).
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. Czy nastepujace ciagi sa ciaggami Cauchy’ego. Odpowiedz uzasadnij na podstawie definicji.
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Tak. Niech & > 0. Wtedy niech N = [2 +1]. Jesli n,m > N, to |an — am| < |an| + |am| < 325 <e.
b) b, =(1+(-1)")™.
Nie. Niech € = 1. Dla kazdego N, niech n bedzie parzysta liczba wieksza od N i od 1 oraz m =n + 2.
Wtedy |by, — by| =272 -2">2>¢=1.

. Poslugujac sie granicami ciagéw, przedstawi¢ ulamek dziesietny okresowy 0,(12345) w postaci utamka
n/m.

Niech ciag a,, bedzie zdefiniowany jako I, 12345-107%". oraz b,, = 10°a,,. Wtedy b,11 —a,, = 12345. Czyli,
jedli g to granica a,, to 10°g — g = 12345, zatem g = 12345/99999.

. Niech a, bedzie ciagiem takim, ze a1 = 2 oraz an4+1 = /6 +an, n > 1. Wykaz, ze ciag a,, jest zbiezny i
znalez¢ jego granice.

Owszem ten ciag jest ograniczony, przez 3. Rzeczywiscie, wykazujemy to przez indukcje: a; < 3. Jedli
ay, < 3, to rzeczywiscie ag1 = /0 + ag < V9 = 3.

Jest tez rosnacy. Rzeczywiscie, chcemy udowodnié, ze ag.1 > ax, czyli 6 + ar > ai, co jest prawda dla
-2 <ay < 3, a wiemy juz, ze ar < 3 i oczywiscie ay > 0.

Zatem ten ciag jest zbiezny. W takim razie b,, = a,+1 ma t¢ sama granice g, co a,, i wobec tego g =/6 + g,
z czego dostajemy g = 3 (opcja g = -2 odpada, bo ciag jest dodatni).

. Na imieninach cioci Haliny jest troche nudno, wiec pan Henio co godzine wypija filizanke espresso, zeby
nie zasnaé (pierwsza filizanke wypil od razu po przyjéciu). Filizanka espresso zawiera 50 mg kofeiny; w
ciggu godziny zawarto$é kofeiny we krwi spada o 20%. Ile kofeiny we krwi bedzie mial pan Henio po
trzech godzinach imprezy? Czy ilos¢ kofeiny we krwi pana Henia bedzie wzrastaé z kazda godzina? Czy
gdyby imieniny trwaly baaardzo dlugo to kawa moglaby mu zaszkodzi¢ (niebezpieczna ilo$é kofeiny to
1000 mg)? Odpowiedzie¢ na te same pytania w sytuacji gdyby pan Henio przyszed! na imieniny cioci
Haliny bezposrednio z urodzin dziadka Edmunda (wtedy mialby na poczatku imienin 500 mg kofeiny we
krwi).

Po godzinie mamy 50-0,8+50 = 90. Po dwéch godzinach 90-0,8+50 = 122, a po trzech jest to 122-0,8+50 =
147,6. Ogolnie ag = 50 oraz a,+1 = ay, - 0,8 + 50.

Zauwazmy, ze jest to liczba ograniczona przez 250. Rzeczywiscie ag < 250 oraz jesli a,, < 250, to an41 =
ayn 0,8+ 50 < 250-0,8 + 50 = 250.

Jest to ciag rosnacy, bowiem a,, - 0,8 + 50 > a,, dla a, < 250, a to udowodniliSmy przed chwila. Zatem jest
zbiezny i jego granica spelnia rownanie g = 0,8¢g+50. Zatem g = 250 i sytuacja nie jest grozna, bo g < 1000.

W drugim przypadku ag = 550. Zatem dostajemy tym razem, ze a, > 250, bo ag > 250 i jedli a,, > 250, to
an 0,8+ 50 >250-0,8 + 50 = 250. Na szczescie, dla pana Henia, oznacza to, ze ciag jest malejacy i nadal
zbiezny do 250. Pan Henio nie umrze i tym razem.



