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¢wiczenia 8. — rozwigzania lub wskazéwki
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1. Obliczy¢ (i udowodnié korzystajac z definicji) granice ciagdw:

a) a, = —

n+l
Oczywiscie limnﬁm an = 0. Rzeczywiscie niech € > 0. Wtedy mozemy wziaé¢ N = E] Wtedy dla kazdego
n >N, mamy 5 <&.
1
b) bn = Gy

Podobie, jak wyzej limy e by = 0. Niech ¢ > 0. Wtedy niech N [%] Dla 7> N mamy wtedy s <
1

— <E.
1
) Cn =3

I znéw lim,,, 0o ¢, = 0. Niech € > 0. Niech N = [log3 %] Wtedy jesli n > N, to 5 <E.

2. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach oblicz granice ciagdw:

a) n = 07
Zauwazmy, ze —= < an < L dla kazdej liczby n € N. Poniewaz lim,,_,co n;-i-ll =0=1limy, e %, to i badany
ciag dazy do zera

b) by =
Zauwazmy, ze 0 < Zn < in = 2n oile n >3, a jest tak, poniewaz dla kazdego n >3 mamy n? < 2". Ciag

stale réwny 0, jak i ciag 2— maja granice w zerze, wiec badany ciag réwniez.

) ¢n = Yn, n>0. Wskazdwka: niech b, = Y/n—1. Wiedyn = (1+b,)" >1+ @bi
Rzeczywiscie rozwazmy najpierw granice ciagu b, = ¥/n — 1. Z jednej strony n = (1 + b,)", z drugiej
strony mogliby$my ,wymnozy¢” ten nawias z potega i zaczynalo by sie to 1+ nb,, + %bi +
Te wspoélczynniki mozna znalezé w tablicach lub zobaczyé je kombinatorycznie (musimy wziaé¢ dwa
nawiasy z b,, pierwszy na n sposobow, drugi na n — 1 sposobéw, Wszystko jedno, ktéry wybierzemy
najpierw). Zatem (1 +b,)" > 1+ 2 1)b2, czylin > 1+ M= 1)b2, a zatem 2 > b2, czyli \/g > b, >0.
Czyli lim,, 00 by =0 z tw. 0 trzech m@gach. A zatem a,, - 1.

3. Korzystajac z twierdzenia zwiazanego z arytmetyka granic, oblicz granice ciagdw:
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4. Udowodnij, ze jesli ciag x,, jest zbiezny do zera oraz ciag y, jest ograniczony, to ciag x, -y, jest zbiezny
do zera.

Poniewaz ciag y, jest ograniczony, to istnieje liczba m € R, taka ze |y,| < m, dla kazdego n > 0.
Niech e > 0. Niech ¢ = -=. Poniewaz ciag x,, zbiega do zera, to istnieje taka liczba N €N, ze jesli n > N, to
|z,| < 8. Zatem dla takich n, |z yn| = |znllyn] <d-m=c. O

5. Oblicz )
nsinn!

1im 5 .
n=co 302 + 2

cs . . . . . nsinn! _ n . . . . .

Oczywiscie ciag sinn! jest ograniczony zatem %°7% = (m) -sinn! jest 1loczy1nem ciagu dazacego do
. . . n . . n

zera oraz ciagu ograniczonego. Ciag 537 dazy bowiem do zera, bo 73— = 3T A zatem badany w

zadaniu cigg rowniez zbiega do 0. !
6. Udowodnij, ze nastepujace ciagi sa rozbiezne do nieskonczonosci:

a) an:%

Poniewaz dla kazdego n > 10 mamy 2" > n?, to i—d > 2" dla n > 10. Zatem majac dane m, jesli
N =max(10, [logym]), to dla n > N mam % > 2" > m.
b) b, = ((-1)" +2)n +n?
Oczywiscie ((=1)" +2)n+n?>n?+n >n? dla n > 0. Zatem jesli m > 0, to niech N = [\/m + 1], to jesli
n> N, to m<n? <b,.
c) cp=n3-n-1
Oczywiscie ¢, <n?(n-1)-1< (n-1)23-1, dlan > 0. Zatem jeéli m > 0, niech N = [\S/m+ 1]. Wtedy,
jeslin>N, tom<(n-1)3-1<c,.



