Matematyka 0 WCh, 2020/2021
¢wiczenia 7. — rozwigzania lub wskazowki

30 pazdziernika 2020

1. Udowodnij korzystajac z zasady indukcji matematycznej:

a) Y neN ZZ:O k= W
Pierwszy krok dla n =0. 0 =0, ok.
Drugi krok. Zalézmy, ze 1 + ... +k = .Teza: 1+...+k+(k+1) = w Rzeczywiscie

korzystajac z zalozenia: 1+...+k+k+1= M +(k+1)= (k+1)(k;+2(k+l) = (k+2)2(k+1). OK. O

b) VneN ZZ:(] k2 = w
Pierwszy krok n=0. 0 = 0-% -0, ok.
Drug knok. ZalGimy, 7e 1+ .+ < w. Teza: 1+...+ k> + (k+1)? = (k+1)(k+2)6(2(k+1)+1).

Korzystajac z zatozenia: 1+ ...+ k% + (k +1)? = w +(k+1)2 = (k+1)(2k2+k)6+6(k+1)(k+1) =

(k+1)(2k>+k+6k+6) _ (k+1)(k+2)(2k+3) _ (k+1)(k+2)(2(k+1)+1)
5 = 5 = 5 .OK. O

c) Vapendn® +2n
Pierwszy krok, dla n =0, 3|0, ok.
Drugi krok. Zatézmy, ze 3|k3 +2k. Teza: 3|(k+1)3+2(k+1). Niech zatem k> + 2k = 3a. Zatem (k+1)3+
2(k+1) =k +3k>+3k+1+2k+2 = (k3 +2k) +3k? + 3k +3 = 3(a+ k% + k + 1) jest podzielne przez 3. O

(k+1)(k)
2

2. Ciag Fibonacciego to ciag liczb F}, o takiej wlasciwosci, ze F,.o = F,, + Fj,+1 dla kazdego n € N oraz Fy =0,

Fy = 1. Udowodnij korzystajac z indukcji matematycznej, ze F,, = % ( “2\/5)n - % (%ﬁ)n

0 0

; . : e L (12B) 1 (1=vB) _ 1 _ 1 __ .
Sprawdzamy pierwszy krok indukcyjny: NG ( > ) NG ( > ) VA 0 = Fy. Jest.
W przypadku kroku indukcyjnego tak naprawde musimy rozwazy¢ dwa przypadki, poniewaz wzér induk-
cyjny nie opisuje zachowania Fi, czyli przypadek k =1 musimy rozpatrzeé¢ osobno. Sprawdzamy najpierw
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ten przypadek : \/5( o) ) \/5( o) ) = \/5\/5— 1 = Fy, dziala.
To teraz zaldézmy, ze wzér dziala dla n < k> 1. I udowodnimy, ze jest tez tak dlan =k + 1.
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Zgadza siel. O

3. Podaé przyklad zbioru liczb, w ktorym jest liczba najmniejsza, nie ma liczby najwiekszej, lecz zbidr jest
ograniczony z géry. Podaé kres gorny i dolny tego zbioru. Ktory z nich nalezy do zbioru?

Na przyklad przedzial A =[0,1). supA=1,inf A=0, inf Ae A,sup A ¢ A.



4. Wykazaé, ze zbiér {(-1)" - n:n € N} jest nieograniczony.

Niech A = {(-1)" -n:n € N} Zalézmy przeciwnie, ze istnieje taka liczba M € R, ze jesli x € A, to z < M.
Niech n € N bedzie takie, ze n > M. Wtedy 2n > M oraz (-1)>"-2n = 2n > M ale 2n € A — co daje
sprzeczno$¢. Zatem A nie jest ograniczony z gory.
Podobnie zalézmy przeciwnie, ze istnieje taka liczba M € R, ze jesli x € A, to x > M. Niech n € N bedzie
takie, ze n > —M. Wtedy 2n+1 > —M oraz (-1)>""1.(2n+1) = -2n-1< M ale -2n-1¢€ A — co daje
sprzeczno$¢. Zatem A nie jest ograniczony z dotu.

5. Oblicz kres gérny i dolny (o ile istnieja) zbioru:

a)

{371 ne N}
sup A = 1. Rzeczywiscie, jesli n € N, to 5 < 1, bo 3" > 1. Z drugiej strony 3% = 1, a zatem 1 jest

najwiekszym elementem zbioru A, a zatem Jest jego kresem gérnym.

inf A = 0. Rzeczywiscie, jesli n € N, to 3” >0, bo 1>0. Wiec 0 jest ograniczeniem dolnym tego zbioru.

Jesli natomiast « > 0, to niech n € N bedzie liczbg naturalna taka, ze n > logs ( ) Wtedy < 3", czyli

3% <z, czyli x nie jest ograniczeniem dolnym zbioru A. A zatem 0 jest najwigkszym ogranlczemem
dolnym czyli kresem dolnym.

{2- mk e}

sup B = 2. Rzeczywiscie, jesli k e N, to 2 - ﬁ <2, bowiem ﬁ > 0. Czyli 2 jest ograniczeniem gérnym

Tymczasem, jesli = < 2, to niech n € N bedzie takie, ze n > ﬁ Wtedy n+1 <2-x,azatem x <2- =
czyli x nie jest ograniczeniem gérnym, a zatem rzeczywiécie 2 to kres gorny.
inf B = 1. Rzeczywiscie dla kazdego k ¢ N, 2 — k+1 > 1, bowiem W < 1. Takze 2 — 0+1 =1, a zatem 1

jest najmniejszym elementem badanego zbioru, a zatem jest jego kresem dolnym.

{1+ e} keN}

sup C' = 2. Rzeczywiscie dla kazdego k € N mamy 1 +

(=1)* D"
k+1 k+1  — k+1 -
1+ & 1) =2, a zatem 2 to najwigkszy element, a zatem kres gérny badanego zbioru.

0+
infC' =3 Zauwazmy, ze jesli k jest parzyste, to 1+ CLf

< 2, bowiem < 1. Co wigcej

1> l Tymczasem jesli k jest nieparzyste (a
1
zatem w szczegolnosc1 k>1),to 1+ ( 1) >1- m > % bo dla k>1, k+1 < % Poniewaz 1 + (IB = %

to = Jest najmniejszym elementem badanego zbioru, a zatem jest jego infimum.

{z+1 ZEN}

sup D = 1. Rzeczywiscie dla i € N, mamy —5 <1, bowiem i+ 1 > 4. Czyli 1 Jest ogramczemem gornym
badanego zbioru. Jesli natomiast x < 1, to nlech 1 € N bedzie takie, ze i > 1— Wtedy =5 =1- m >,
a zatem 1 jest najmniejszym ograniczeniem gérnym, czyli supremum badanego zbioru.

inf D = 0. Oczywiscie dla kazdego i € N mamy 0 < Hil Jednoczes$nie = 0 jest zatem najmniejszym
elementem tego zbioru, czyli jest infimum.

{(—1)” + (_Tlliﬂ:k € N}

0
0+1

(_1)’IL+

sup F = 1. Zauwazmy bowiem, ze jesli n jest parzyste, to (1) + T =1- ﬁ < 1. Jesli natomiast
n jest nieparzyste, to (-1)" + (_rllf -1+ j < 0. Zatem 1 jest ograniczeniem gérnym badanego

zbioru. Jesli natomiast x < 1, to niech n € N bedzie takie, ze n > % Wtedy takze 2n+1 > L , a zatem
2n+1
(-1)* + (_2171“ =1- 2n+1 > x, a zatem 1 jest najmniejszym ograniczeniem gérnym tego zbloru czyli

jego kresem gérnym.

n+l
inf F = —1.Zauwazmy bowiem, ze jeili n jest parzyste, to (-1)" + (_71111 =1- ﬁ > 0. Jesli natomiast
n jest nieparzyste, to (-1)" + (_731 -1+ 1 -1. Zatem -1 jest ograniczeniem dolnym badanego
zbioru. Jesli natomiast > —1, to niech n € N b(—;dme takie, ze n > —5. Wtedy takze 2n +2 > +1, a
2n+2
zatem (-1)2"+1 4 ( 217)”2 =-1+ 2n+2 < x, a zatem -1 jest najw1kazym ograniczeniem dolnym tego

zbioru, czyli jego kresem dolnym.

{ (2+1) ie N}
supF =< Jest tak bowiem ciag elementéw tworzacych ten zbidr rozpoczyna sie nastepujaco: 1 < 4 <
9516528 > =2 > 29 Latwo udowodnié¢ np. przez indukcje, ze dla i > 5 2¢ > (i + 1)?, zatem (”1) <1



Zatem % jest najwiekszym elementem badanego zbioru, a wiec tez jego supremum.

inf F' = 0. Niby jasne, ale sprébujmy to dokladniej udowodnié¢. Na pewno 0 jest ograniczeniem dolnym.
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3
. Jesli i > 16 to na pewno ten ulamek jest mniejszy niz < = %. A

Zauwazmy, ze

i+1)2 i-16
zatem dla i > 16, (Z;) ;%2 . (%)Z . Niech = > 0. Istnieje zatem ¢ € N, ¢ > 16 + 1og% ;Tfﬁ Ale wtedy

i-16 2 2 i-16 i+1)2 . .. . . . .
(4) > 35177167 a zatem x > % . (5) > 1) , czyli x nie jest ograniczeniem dolnym, a wiec 0 jest

3 1 21
najwiekszym ograniczeniem dolnym, czyli kresem dolnym.
g @
sup@ = —oo. Poniewaz kazda liczba rzeczywista jest wieksza od kazdego elementu zbioru pustego

(warunek spelniony w prézni).
inf @ = oco. Podobnie jak wyzej.

h) (2% e [-2,3)}
Oczywiscie, jedli x € [-2,3),, to 2% € [0,9), zatem sup J = 9 oraz inf J = 0.

i) {zy:ze[-1,4),y€(-3,2]}
Zauwazm}’7 ze {Iy:l‘ € [_174)7y € (_372]} = {l‘yiﬂ? € [—1,0),y € (_3v0)} u {l’yil‘ € [—1,0),y € [072]} U
{zy:z € [0,4),y € (-3,0)} u {xy:z € [0,4),y € (0,2]} = (0,3) u[-2,0] U (-12,0] U [0,8) = (-12,8), a
zatemsup K =8 oraz inf K = -12.

. Zmalezé dwa roztaczne zbiory A, B € R, takie ze sup A = sup B oraz inf A = inf B.

Na przyklad: A = {z25:n e N} U{2- - 1=neN}, B={5;-5neN}u{2- ' :neN}. infA=infB =
0,sup A =supB =2

. Liczby rzeczywiste spelniaja tzw. aksjomat ciaglosci — mianowicie kazdy ich podzbiér ograniczony z gory
ma kres gorny. Pokaz, jak z aksjomatu ciagloéci wynika, ze kazdy zbiér liczb rzeczywistych ograniczony z
dotu ma kres dolny.

Niech A ¢ R bedzie niepustym zbiorem ograniczonym z dotu. Niech B bedzie zbiorem jego wszystkich
ograniczen dolnych. Zbiér B jest ograniczony z goéry, bo kazdy element zbioru A ogranicza B z gory.
Zatem ma kres gérny. Niech b = sup B. Liczba b jest ograniczeniem dolnym zbioru A, bowiem, jedli istieje
a € A, takie, ze b > a, to a jest ograniczeniem gérnym zbioru B mniejszym od jego supremum, co jest
niemozliwe. Z drugiej strony b jest najwigkszym ograniczeniem dolnym zbioru A, bowiem jesli b" > b byloby
ograniczem dolnym zbioru A, to b’ € B byloby elementem zbioru B wigkszym od jego supremum, co jest
takze niemozliwe. Zatem b = inf A. O

. Pokaz, ze liczby wymierne nie spelniaja aksjomatu ciaglosci — nie kazdy ich podzbiér ograniczony z gory
ma wymierny kres gérny.

Niech na przyklad A = {g € Q:q < /2}. Oczywiscie sup A = /2 ¢ Q. O



