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n

. Udowodnij, ze lim, oo 1 korzystajac z definicji zbieznosci ciagu.

n+l
Niech € > 0, mamy == > 1-¢, jeslin >n(1-¢)+1-¢, zatem gdy n > %, zatem dla np. N = [1&%5], mamy,
ze dla kazdego n > N, 2o e (1 -¢,1+¢).

. Udowodnij, ze kazdy ciag rosnacy i ograniczony ma (skoficzona) granice.

Zbiér X = {x,:n € N} jest ograniczony, a wiec istnieje sup X = g. Dowiedziemy, ze g jest granica. Rzeczy-
wiscie, dla kazdego ¢, istnieje N, ze x > g—¢, bo inaczej g—¢ byloby ograniczeniem gérnym X, mniejszym
od kresu gérnego. A skoro x,, jest rosnacy, to dla kazdego n > N mamy x,, > g—¢ (i jednoczesnie oczywiscie
Ty < g<g+e, co dowodzi tezy.

. Udowodnij, ze ciag a; = \/c, az =\/c+ /¢, a3 =\/c+\/c+/c,..., c>0 jest zbiezny i znajdZ jego granice.

Mamy: a,+1 = v/C + a,,. Oczywiscie ten ciag jest rosnacy. Jest tez ograniczony przez liczbe \/c+1, co mozna
wykaza¢ przez indukcje.

Niech ¢ bedzie jego granica. Dostajemy g = \/c + g, zatem g2 — g + ¢ = 0. Zauwazmy, ze interesuje nas tylko

dodatnie rozwigzanie, zatem g = YAEL

. Znajdz granice ciagu b, = v/2019" + 2020".
Wskazowka: skorzystaj z twierdzenia o 3. ciagach.

L4 ..., oblicz liczbe e z dokladnoscig do 2 miejsc po przecinku (wolno

. Korzystajac z tego, ze e =1 + % + 3

uzywaé kalkulatora).

Wskazéwka: wystarczy policzy¢ do wyrazu 1/5!.

. Podaj przyktad ciagu, ktéry nie jest zbiezny, ktéry ma podciag zbiezny.
("

. Udowodnij, ze w kazdym ciagu ograniczonym mozna znalez¢ podciag zbiezny.

Wskazéwka: skoro x,, € [-m,m] dla kazdego n, to w co najmniej jednym z przedzialéw [-m,0] i [0,m]
znajdzie si¢ nieskonczony podciag.

. Wykazaé, ze ciag a,, jest zbiezny i znalez¢ jego granice, gdzie:

a) a1 =1/2, aps1 = an(2-ay),
Zauwaz, 7e ten ciag jest rosnacy i mniejszy od 1. Rzeczywiscie, a; < 2 oraz a,41 = a,(2-ay,) = 2a,,—a2 >
a,, bowiem 2 - a,, > 0 oraz 2a,, — a2 < 1, bowiem a2 - 2a,, +2 = (a, — 1)? > 0, zatem ma granice.
Wtedy niech g bedzie ta granica i mamy g = g(2-g¢), a skoro g >0 to g = 1.

b) a1 =1/10, an41 = sinay,.
Zauwazamy, ze dla x > 0, sinx < x. Wobec tego a,+1 = sina, < a,, czyli ten ciag jest malejacy. Przez

indukcje z latwoscia dowodzimy, ze a,, > 0, zatem ten ciag ma granice. Mamy ¢ = sing (to wynika z
ciaglodci funkeji sin, ale o tym jeszcze kiedy$ pogadamy), zatem g = 0.



9. Niech a; = ¢, an+1 = an(2 - ay,). Dla jakich wartosci ¢, ciag a,, ma skonczona granice?

Zauwazmy, ze ten ciag jest rosnagcy dla ¢ € (0,1) ten ciag jest rosngcy i mniejszy niz 1, wiec ma granice.
Dla ¢ = 1 mamy ciag stale rowny 1, wiec tez ma granice.

Dla ¢ > 1 ten ciagg nadal od drugiego wyrazu bedzie < 1, wiec jedli bedzie dodatni, to jesteSmy w tym
samym przypadku, a bedzie dodatni dla c € (1,2). Dla ¢ =2 lub ¢ = 0, od drugiego wyrazu ciag jest réwny
zero, wiec tez ma granice.

Dla ¢ < 0 ten ciag bedzie rozbiegal do —oo, bowiem a1 < ¢2™. Rzeczywiscie an41 = an(2-ay) < 2a, (skoro
an jest < 0). A skoro ciag dla ¢ > 2 od drugiego miejsca jest ujemny, to w tym przypadku bedzie tak samo.
Podsumowujac, ciag jest zbiezny dla c € [0, 2].



