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¢wiczenia 11. — rozwiazania

9 listopada 2020

. Niech s,, bedzie sumg pierwszych n wyrazéw ciagu geometrycznego a, = aq”, gdzie |¢| < 1. Oblicz granice
ciaggu s,.

n-1 _ a(l-q)+a*(1-q)+...+a™(1-¢) _ a—aq"
B 1-q T 1-g

Mamy s, =a+...+aq el%q,bowiemq”—»O.

. Znajdujac odpowiedni ciag i jego granice, udowodni¢ wzdér na objetos¢ ostrostupa tréjkatnego o polu
podstawy P i wysokosci h.

Podzielmy ostrostup na n klockéw o réwnej wysokosci réwnolegle do podstawy. Kazdy klocek ma podstawy
w postaci tréjkatow, i kazdy zawiera graniastostup o podstawie réwnej goérnej podstawie, a jest zawarty
w graniastostupie o dolnej podstawie. Réznica tych objetosci to Ph/n — 0 ze wzrostem n, zatem objetosé
ostrostupa, jest granica (dowolnego z tych dwdch) ciagéw objetosci ustawionych na sobie graniastostupéw.

Pola powierzchni kolejnych tréjkatnych przekrojéw to
0,P/n? 22P[n?,..., P?

zatem objetos¢ zewnetrznych graniastostupow to:

b n(n+1)(2n+1)

— Ph/3.
6n3 /

(P/n*+2°P[n® +...+ P?) h_p
n

. Obliczy¢ pole pod wykresem funkcji y = 1/22 na przedziale [1,2].

Wezmy ciag przedzialéw {(1+k/n,1+ (k+1)/n):ke€{0,...n—1}}. W przedziale (1+k/n,1+ (k+1)/n) i

punkt \/(1 +k/n)(1+ (k+1)/n). Szukane pole to granica sumy pél prostokatéw.

5L ! I N U
nooo tn (L+k/n)(1+ (k+1)/n) n-e = 1+k/n 1+ (k+1)/n noe 2 2

. Udowodni¢ wzér na pole kota o promieniu r, zakladajac, ze obwdd to 27r i obliczajac granice odpowied-
niego ciagu.
Wskazéwka: rozwaz wielokaty wpisane w to kolo lub opisane na tym kole i policz pole kazdego z nich
dzielac je na trojkaty o wspdlnym wierzchotku w srodku kota.
. Znajdz granice ciggu:
a) an = (n+1)*—nk, gdzie ke (0,1).
E

(n+ 1)k —nk =nk (("T”) - 1) <nF ("T*l - 1) =nF1 50, zatem lim,,_co @y = 0.
b) b, =n(Vn+1-/n),

Wskazowka: skorzystaj ze wzoru skréconego mnozenia mnozac licznik i mianownik przez odpowiednie

wyrazenie. Nastepnie wyciagnij w liczniku i mianowniku \/n przed nawias.
n

C) Cp= ——
S

Wyciagnij n przed pierwiastek w mianowniku.

n
d) dp = —,
) vn2+1

Wyciagnij n przed pierwiastek w mianowniku.
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Uzyj poprzednich dwéch ciagdéw korzystajac z tw. o trzech ciggach!

e) e

1
f) fn = %, a>1.
Zauwazmy, ze dla kazdego € > 0 mamy od pewnego N, n > N, VN < af, bowiem ¢/n — 1. Zatem
1
logT“n < g, co z definicji daje, ze lim,_ oo 98a _ .

. Udowodnij, ze jesli y,, - oo jest ciagiem $cisle rosnacym oraz x,, jest dowolnym ciggiem, to
. In . Ty~ Tp-1
lim — = lim —————,
n—oo yn n—o00o yn — yn71

o ile tylko granica po prawej stronie istnieje i jest skonczona.

Zalézmy, ze
. Ty — Tp-1
lim — =g

Zatem dla kazdego e, dla pewnego N i kazdego n > N mamy

g-ef2< Il ghe),

n n—1

zatem do tego przedzialu naleza wszystkie utamki postaci:

TN+1 —TN IN+2~ TN+1 Tn = Tp-1
YN+1 — YN ’ YN+2 —YN+1 T Yn = Yn-1
i maja dodatnie mianowniki.
Zatem ulamek
Ip — TN
Yn —YN ’

ktorego licznik i mianownik to suma odpowiednio licznikéw i mianownikéw tez lezy w tym przedziale
(wyjasénij dlaczego na przykladzie dwéch ulamkéw!).

Ale wtedy

<

$N—lyN‘+‘$n—CEN
Yn Yn — YN

Ty ‘_‘CCN—ZZ/N ( yN)(mn—xN )
— —g|=|l———+|1-— || ———— ¢
Yn Yn Yn Yn —YN

gdzie ostatnia nieréwnos¢ zachodzi dla dostatecznie duzych n.
. Udowodnij, ze jesli lim,_, o a, = g to réwniez lim,, o by, = g, gdzie

ay+...+ay
by = ——.
n

Wskazéwka: przyjmij x,, =aq + ...+ a, oraz y, =n i zastosuj teze poprzedniego zadania.



