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1. Korzystając z wzoru dwumianowego Newtona, udowodnij, że dla dowolnej liczby c > 1 zachodzi limn→∞ n
cn

=

0.

Rzeczywiście, niech d = c − 1 > 0. Zatem

cn = (1 + d)n ≥ 1 + nd +
n(n − 1)d2

2
≥
n(n − 1)d2

2
.

Zatem
0 ≤

n

cn
≤

2
d2 ⋅ (n − 1)

co z twierdzenia o trzech ciągach daje, że limn→∞ n
cn

= 0.

2. Udowodnij, że limn→∞ n
k

an
= 0, dla dowolnych a > 1 i k ∈ R.

Zauważmy, że dla k ≤ 1 mamy n
k

an
≤ n
an
, więc teza wynika od razu z poprzedniego zadania. Dla k > 1

możemy rozpatrzeć n
k

an
= ( n

(a1/k)n )
k
i zauważyć, że wnętrze nawiasu zbiega do 0, zatem i cały ciąg zbiega

do zera.

3. Oblicz granicę ciągu:

a) an =
n4 − 7n + 5
5n4 + n + 2

,

Wskazówka: wyciągnij n4 z licznika i mianownika!

b) bn =
n3 + 1000666
n4 − n − 700

,

Wskazówka: wyciągnij n3 z licznika i mianownika!

c) cn =
−2n4 + 17

n3 − 100n2 + 7
,

Wskazówka: wyciągnij n3 z licznika i mianownika!

d) dn =

√
n5 + n2 + 7
√
n(n2 − 5)

,

dn =
n5/2 + n2 + 7
√
n5/2 − 5n1/2

=
1 + n−1/2 + 7n−5/2

1 − 5n−2
→ 1.

e) en =
sinn
n
,

Wskazówka: iloczyn ciągu ograniczonego i zbieżnego do zera.

f) fn =
n73n + 5n + sinn
5n − n3 + cosn

,

fn =
n73n + 5n + sinn
5n − n3 + cosn

=
n7/(5/3)n + 1 + sinn5n
1 − n3/5n + cosn5n

→ 1,

bowiem n7/(5/3)n, n3/5n dążą do zera na mocy poprzedniego zadania, zaś sinn5n ,
cosn
5n dążą do zera jako

iloczyny ciągu ograniczonego i zbieżnego do zera.
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g) gn =
√
n + 7 −

√
n,

gn =
7√

n+7+√n → 0.

h) hn =
n
√
3,

Niech an = hn − 1. Mamy 3 = hnn = (1 + an)n ≥ 1 + nan, zatem 0 ≤ an ≤ 2/n, więc an → 0, zatem
limn→0 hn = 1.

i) in =
n
√
5n + 3n,

5 ≤ n
√
5n + 3n ≤ n

√
2 ⋅ 5n = n

√
2 ⋅ 5,

zatem limn→∞ in = 5, bowiem
n
√
2→ 1.

j) jn =
n!
5n
,

n!
5n

≥
6n

5n
→∞,

a nierówność n! ≥ 6n zachodzi dla n > 13.

k) kn = (1 +
5
n
)

3n+2
,

(1 +
5
n
)

3n+2
= ((1 +

5
n
)

n

)

3

+ (1 +
5
n
)

2

→ (e5)3 ⋅ 1 = e15.

l) ln = (1 −
3

n + 1
)

n

,

Przenumerowując ln otrzymamy ciąg

(1 −
3
n
)

n−1
= (1 −

3
n
)

n

/ (1 −
3
n
) → e−3/1 =

1
e3
.

m) mn = (
n2 − n + 3
n2 + 5n + 7

)

n

,

(
n2 − n + 3
n2 + 5n + 7

)

n

= (1 −
6n + 4

n2 + 5n + 7
)

n

=
⎛
⎜
⎝
1 −

6

nn+5+7/n
n+4/6

⎞
⎟
⎠

n

→ e6,

ponieważ

⎛
⎜
⎝
1 −

6

nn+5+7/n
n+4/6

⎞
⎟
⎠

n
n+5+7/n
n+4/6

→ e6

oraz

lim
n→∞

n + 5 + 7/n
n + 4/6

= 1.

n) on = (1 +
1
n2
)

n2

,

To jest podciąg ciągu (1 +
1
m
)

m

dla m = n2, zatem zbiega do e.

o) pn = (1 +
1
n2
)

n

.

1 +
n

n2
≤ (1 +

1
n2
)

n

=
⎛
⎜
⎝

1

1 + −1/n2
1+1/n2

⎞
⎟
⎠

n

≤
1

1 + −n/n2
1+1/n2

,

więc z twierdzenia o trzech ciągach pn → 1

2



4. Czy ciąg an = sin(nπ/3) ma granicę?

an =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0, n = 6k,6k + 3
√
3/3, n = 6k + 1, n = 6k + 2

−
√
3/3, n = 6k + 4, n = 6k + 5

Jest okresowy, ale nie stały, zatem nie ma granicy.

5. Podać przykłady ciągów an i bn, takich, że limn→∞ an = 1, limn→∞ bn = 0, oraz:

(a) limn→∞ an/bn = ∞,
Weźmy an = 1 oraz bn = 1/n.

(b) limn→∞ an/bn = −∞,
Weźmy an = 1 oraz bn = −1/n.

(c) ciąg an/bn nie ma granicy.
Weźmy an = 1 oraz bn = (−1)n/n.
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