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1 Matematyka wyborcza

Zadanie 1

W okregu wyborczym oddano 31200 gtoséw. Do przydzielenia jest 5 mandatéw w sejmie. Man-
daty rozdzielono metoda d’Hondta (metoda z dzieleniem liczby gloséw przez kolejne liczby
naturalne i zakresleniem tylu najwiekszych ile mandatéw mamy do przyznania). W wyborach
startowaly 4 partie: Alchemikéw, Botanikéw, Cynikow i Domokrazcow.

a) partie osiagnely nastepujace liczby gltoséw: A: 12000, B: 8000, C: 7000, D: 4200. Ile man-
datow zdobytly poszczegolne komitety w tym okregu? Jakie wady zwiazane z naruszeniem
proporcjonalnosci dostrzegasz w tym wyniku?

b) a jakie wyniki bylyby, gdyby 700 wyborcow partii Botanikéw zagtosowato jednak na Alche-
mikow. Kto straci, a kto zyska mandat?

H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4

12000 | 6000 | 4000 | 3000
8000 4000 | 2667 | 2000
7000 3500 | 2333 | 1750
4200 2100 | 1400 | 1050

Ol Q| =

Czyli 2 mandaty dostaja Alchemicy, a Botanicy, Cynicy i Domokrazcy po jednym.

Mozna zwréci¢ uwage na to, ze ten mandat dla Domokrazcow, to ,bardzo duzo”.
H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4

12700 | 6350 | 4233 | 3175

7300 | 3650 2433 | 1825

7000 | 3500 2333 | 1750
4200 2100 1400 | 1050

Ol Q|| =
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Czyli 3 mandaty dostaja Alchemicy, a Botanicy i Cynicy po jednym. Mandat stracili niewin-

ni temu Domokrazcy. Co wigcej teraz wigkszos¢é mandatéw maja Alchemicy, ktory zdecydowanie
nie majg wickszosci gtosow.

Zadanie 2

Na wyktadzie zobaczytas/es rozne systemy wyborcze pozwalajace na wybér jednego kandydata.
Byty to:

a)

f)

system lwa (wygrywa ten, co ma najwiecej gtoséw),
system stonia (jest jeszcze druga tura),

system malpy (kazdy wyborca moze daé¢ ulubionemu kandydatowi 3p, kolejnemu 2p i jeszcze
kolejnemu 1p, wygrywa ten o najwiekszej liczbie punktéw),

system zyrafy (kazdy ma do oddania glos za (dodatni) i glos przeciw (ujemny)),

system zebry (po gltosowaniu odpada najstabszy kandydat i gtosujemy ponownie, i tak dalej,
dopoki ktérys kandydat nie zbierze wiekszoscei),

system weza (pojedynki jeden na jednego ustawione w drabinke turniejowa).

Przemyslcie kazdy z tych systeméw pod katem wad i zalet, ktére w nich widzisz. Ktorego z
tych systemow chcielibyscie uzywaé do wyboréw przewodniczacego samorzadu klasowego? A
ktoérego chcielibyécie uzywaé¢ do wyborow prezydenta miasta? Dlaczego?

Wady i zalety:

a)

system lwa (wygrywa ten, co ma najwiecej gloséw): zaleta: bardzo prosty i tani bo jedno-
turowy, wada: tatwy w manipulacji poprzez wystawienie kandydata podobnego do poten-
cjalnego zwyciezcy — jest szansa, ze po przetozeniu czesci gtosow na podobnego kandydata
wygra kandydat, ktéry bytby drugi

system stonia (jest jeszcze druga tura), zaleta: uporanie si¢ z gtéwna wada systemu jedno-
turowego (lwa), wada: za to dwa razy drozszy i dtuzszy niz poprzedni

system malpy (kazdy wyborca moze da¢ ulubionemu kandydatowi 3p, kolejnemu 2p i jesz-
cze kolejnemu 1p, wygrywa ten o najwickszej liczbie punktéw), zaleta: wyborca nie musi
zdecydowaé sie na jednego kandydata, wiec dokonanie wyboru moze by¢ przyjemniejsze,
wada: skomplikowane liczenie glosow, niejasne co mam zrobié¢, jesli bardzo zalezy mi na
konkretnym kandydacie

system zyrafy (kazdy ma do oddania glos za (dodatni) i glos przeciw (ujemny)), zaleta:
kandydaci o silnym elektoracie negatywnym nie maja szans, wada: bardzo silna tendencja
do gtosowania strategicznego w stylu: zagtosuje nie przeciw temu, co go najbardziej nie lubie,
tylko przeciw najsilniejszemu przeciwnikowi mojego ulubionego kandydata

system zebry (po gltosowaniu odpada najstabszy kandydat i gtosujemy ponownie, i tak dalej,
dopoki ktérys kandydat nie zbierze wiekszosci), zaleta: glosy sie nie marnuja, wada: bardzo
skomplikowany (np. wieloturowy) system wyborczy



f) system weza (pojedynki jeden na jednego ustawione w drabinke turniejowa), zaleta: po-
tencjalnie wygrywa kandydat, ktorego ludzie wola od jakiegokolwiek innego, wada: taki
kandydat moze nie istnie¢ i wtedy wynik wyboréw zalezy od poczatkowego rozstawienia
kandydatéw w turnieju.

2 Relacje

Relacje to po prostu zbior par ztozonych z elementéw pewnego zbioru X. Jesli element z jest
w relacji ~ z elementem vy, to napiszemy x ~ y. Jesli dla kazdych x,y, z ¢ X mamy

e . 7e x ~ x, to relacje nazywamy zwrotna,
e jesli x ~ y, to y ~ x, to relacje nazywamy symetryczna,
e jesli x ~y oraz y ~ z, to x ~ z, to relacje nazywamy przechodnig.

Relacje zwrotna, symetryczng i przechodnia nazywa si¢ relacja réwnowaznosci.

Zadanie 3

Sprawdz ktore z nastepujacych relacji sa zwrotne? Ktore sa symetryczne, a ktére przechodnie?
Ktoére zatem sa relacjami réwnowaznosci?

a) dwoje ludzie jest ze soba w relacji ,starszy”, jesli wiek pierwszej osoby w parze jest wiekszy
lub réwny wiekowi drugiej osoby.

b) dwie liczby catkowite sa w relacji ,modulo 77, jesli daja ta sama reszte z dzielenia przez 7.
c) dwa dzwiegki sa w relacji ,oktawa”, jesli réznia sie o pewna wielokrotno$¢ oktawy.

d) dwa panstwa sa w relacji ,wspélna organizacja”, jesli oba naleza do jakiej$ takiej samej
organizacji miedzynarodowe;j.

dwie ksiazki sa w relacji ,tak samo gruba”, jesli maja tyle samo stron.

dwa domy sg w relacji ,mniej wiecej tam samo”, jesli maja ten sam kod pocztowy.

)
)
g) dwie liczby wymierne sa w relacji ,odwrotne”, jesli ich iloczyn wynosi 1.
) dwie proste na ptaszczyznie sa w relacji ,rownolegle”, jesli sa rownolegte (lub sie pokrywaja).
)

dwie liczby wymierne sa w relacji ,blisko”, jesli r6znia sie (modul ich réznicy) o co najwyze;
1

5

j) dwie liczby rzeczywiste sa w relacji ,taki sam znak”, jesli obie sa < 0 lub obie sg > 0.



‘ ZWT. ‘ sym. ‘ przech. ‘ rel. rown.

starszy
modulo 7
oktawa
wspolna organizacja
mniej wiecej tam samo
tak samo gruba
odwrotne
rownolegte
blisko
taki sam znak

P e
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I pewnie kazde panstwo w jakiej$ jest
2 znéw raczej, zalezy co rozumiemy przez panstwo, wiekszosé (wszystkie?) sa w ONZ, wiec da
si¢ argumentowac, ze tak

Zadanie 4

Jesli ~ jest relacja réwnowaznosci oraz x € X, to klasg abstrakcji elementu x nazywamy zbior
wszystkich rzeczy, ktére sa z nimi w relacji. Zauwaz, ze klasy abstrakcji stanowia podzial
oryginalnego zbioru.

W poprzednim zadaniu w przypadku relacji rownowaznosci opisz klasy abstrakcji. Czy da

sie powiedzie¢ ile jest klas abstrakcji w poszczegolnych wypadkach?

a)

e)

f)

modulo siedem: jest siedem klas abstrakeji dla kazdej reszty i sktadaja sie one z liczb o danej
reszcie z dzielenia,

oktawa: to zalezy, czy méwimy o ciagtej skali dzwiekéw, czy o muzycznej (co p6t tonu). Jesli
o tej drugiej, to oktawa ma 12 pottonow i tyle jest klas abstrakcji.

mniej wiecej tam samo — kazda klasa abstrakcji odpowiada jednemu kodowi pocztowemu.
[ liczba klas abstrakeji (w Polsce) jest rowna liczbie kodéw pocztowych w Polsce, ktéra
doktadng liczbe trudno odszukaé. Jest oczywiscie istotnie mniejsza niz gérne ograniczenie
109,

tak samo gruba — kazda klasa abstrakcji odpowiada liczba stron w ksiazce. Wedle nie-
zmierzonych odchtani Internetu najgrubsza ksiazka $wiata ma 50560 stron, a najgrubsza
opublikowana ksiazka 4032 strony. Mozna przyjac, ze jest bardzo niewiele ksiazek o liczbie
stron pomiedzy tymi liczbami, wigc te druga mozna przyjaé¢ jako goérne ograniczenie liczby
klas abstrakcji,

rownolegte — kazda klasa abstrakcji jest wyznaczona przez kierunek prostej — klas abstrakeji
jest wiec nieskonczenie wiele i kazda jest nieskonczona,

taki sam znak — dwie kasy abstrakcji — liczby ujemne i liczby nieujemne.



3 Niewymiernosé

Zadanie 5

Udowodnij, ze nastepujace liczby nie sa wymierne:

a) V3,

Wskazowka: Wskazowke do tego zadania znajdziesz na koricu skryptu.

b) V2,

Zalozmy, ze p/q jest nieskracalny oraz /3 = p/q, wiec 3¢% = p2, zatem p jest podzielne przez 3,
czyli p? jest podzielne przez 9, w takim razie ¢ jest podzielne przez 3, co przeczy nieskracalnosci
utamka p/q.

Zatézmy, ze p/q jest nieskracalny oraz /2, wiec 2¢3 = p3, zatem p jest podzielne przez 2,
czyli p? jest podzielne przez 8, w takim razie ¢ jest podzielne przez 2, co przeczy nieskracalnosci
utamka p/q.

Zadanie 6

Majac dany odcinek dlugosci lem, skonstruuj przy pomocy cyrkla i linijki (bez podziatki)
odcinek o dtugosci v/3em.

Wskazowka: Wskazowke do tego zadania znajdziesz na konicu skryptu.

Przekatna kwadratu o boku 1 ma dtugo$é v/2. Konstruujemy kat prosty na koncu tej przekat-
nej i odktadamy 1. Mamy tréjkat prostokatny o bokach 1 i v/2, wiec z Tw. Pitagorasa jego
przeciwprostokatna ma dtugosé /3.

4 Ciagi

Powiemy, zZe cigg jest ograniczony z gory, jesli jest liczba, ktora jest wieksza od kazdego wyrazu
tego ciagu. Ciag jest rosnacy, jesli kazdy kolejny wyraz jest wiekszy lub réwny od poprzedniego.
W koncu cigg jest ciggiem Cauchy’ego, jesli wyrazy tego ciagu sg coraz blizsze sobie, to znaczy
dla kazdego n, od pewnego miejsca, czyli dla dowolnych 4,5 > k mamy |a; — a;| < 1/n (gdzie
a; to i-ty wyraz ciagu, a a; to j-ty jego wyraz). Kazdy ciag ograniczony z gory i rosnacy jest
ciggiem Cauchy’ego, a dla kazdego ciggu Cauchy’ego mozna znalezé¢ jego granice, czyli liczbe
rzeczywista g, taka ze wyrazy ciggu sa coraz blizej tej liczby, czyli dla kazdego n, od pewnego
miejsca, czyli dla kazdego ¢ > k, |a; — g| < 1/n.

Zadanie 7

Sprawdz, ktore z nastepujacych ciggéw sg rosngce? Ktore sg ograniczone z gory?
1. 1,2,2.3.3,3,4,4,4,.4.5.5.5.5.5, . . .
2. 0,1,2,0,1,2,0,1,2... (a, =n-3|%]),

3.0,
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6. 2,0,2,0,2,0,2,... (a, = 2CY),

n+1

Sprawdz, ktore sa ciggami Cauchy’ego i wyznacz ich granice.

cigg | rosn. | ogr. z géry | Cauchy’ego | granica

a) | T N N -
b) | N N N -
o | T T T 1
d | N N N -
e) | N T T 0
N | N T T 0

Zadanie 8

Wiedzac, ze pole powierzchni sfery dane jest wzorem 4712 oraz, ze objeto$é dowolnego ostrostu-
pa to % pola jego podstawy przemnozone przez wysokosé¢, przeprowadz dowdd tego, ze objetosé
kuli dana jest wzorem 3773,

Wskazéwka: Wskazéowke do tego zadania znajdziesz na koricu skryptu.

Wyobrazmy sobie wielosciany wpisane w te sfere, ktérych Sciany boczne to coraz wigksza licz-
ba trojkatow. Do kazdego wierzchotka rysujemy promien i wyobrazamy sobie czworosciany o
podstawie bedacym trojkatem z trzema wierzchotkami na sferze i czwartym wierzchotkiem w
srodku sfery. Im bardziej gesto wpiszemy w sfere trojkaty (im bardziej wielodcienna bedzie bry-
ta ktora wpiszemy z coraz mniejszymi $cianami), tym bardziej suma pél tych tréjkatéw bedzie
blizsza do pola powierzchni sfery 47r2. Ale jednoczesnie suma ich objetosci bedzie coraz blizsza
objetodci kuli. Zatem z jednej strony ta suma objetosci dazy do 47r?- % (bo do r dazy wysokos¢
kazdego czworoscianu), z drugiej strony do objetosci kuli, zatem objetosé kuli to %m“?).

5 Moce zbioréw

Zadanie 9

Okazuje sie, ze zbior wszystkich nieskonczonych ciggéw zero-jedynkowych tez ma te wtasnosc,
ze nie jest mozliwe zakwaterowanie wszystkich jego elementéw w hotelu Hilberta. Sprobujcie
to udowodni¢!

Wskazowka: Nalezy przeprowadzi¢ dowdd ,nie wprost”. Wiecej wskazowek znajdziecie na korcu tego
skryptu.

Rzeczywiscie, zaldozmy przeciwnie, ze to mozliwe i rozwazmy liste kwaterunkowa, na ktérej
przyporzadkowano wszystkie takie ciagi do pokoi. Lista ta bedzie miata charakter tabelki o
nieskonczonej szerokosci i wysokosci, w ktorej w kolejnych rzedach zapisano kolejne nieskon-
czone ciagi zer i jedynek przyporzadkowane do kolejnych pokoi hotelu Hilberta. Jej lewy gorny
rog mogtby wygladaé¢ nastepujaco.
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W poszukiwaniu sprzecznosci, spéjrzmy na przekatna tej tabelki i rozwazmy ciag zer i
jedynek, w ktoérym wszystko jest zrobione ,na ztos¢”. Niech ten ciag bedzie skonstruowany
nastepujaco: jesli poczatkowy (zerowy) wyraz ciagu z pokoju 0 to 0, niech nasz ciag na tym
miejscu ma 1, za$ jesli wyraz ten to 1, niech nasz ciagg ma na tym miejscu 0. Podobnie, jesli
kolejny (pierwszy) wyraz ciagu zakwaterowanego w pokoju 1 to 0, niech nasz ciag na tym
miejscu ma 1, za$ jesli wyraz ten to 1, niech nasz cigg ma na tym miejscu 0. I tak dalej, nasz
cigg na n-tym swoim miejscu niech ma te z liczb 0 lub 1, ktéra nie wystepuje na n-tym miejscu
ciagu zakwaterowanego w n-tym pokoju. Gdyby lewy gérny rég listy kwaterunkowej wygladat
tak, jak przedstawiono wyzej, nasz ciag zaczynaltby sie wiec nastepujaco: 1,0,1,0,0,.. ..

Ale tego znalezionego ciggu, whrew zatozeniu, nie ma na liscie kwaterunkowej. Rzeczywi-
Scie, rozni sie od kazdego ciagu na tej liScie: od zerowego na zerowym miejscu, od pierwszego na
pierwszym, i tak dalej, od n-tego ciggu na n-tym swoim miejscu. Co stanowi sprzecznosé i do-
wodzi, ze zbior wszystkich nieskonczonych ciagéw zer i jedynek nie jest rownoliczny ze zbiorem
liczb naturalnych.

Stynne twierdzenie Cantora mowi, ze podzbioréw dowolnego zbioru jest wiecej niz jego
elementow. Sprawdzmy najpierw, ze rzeczywiscie tak jest dla skonczonych zbioréw. Ile jest
podzbioréw dowolnego zbioru n-elementowego? Oczywiscie, 2. Dla kazdego z n-elementow
podejmujemy wybér czy ma by¢, czy ma nie by¢ w konstruowanym podzbiorze, wiec mamy

n

2....-2=2" mozliwodci.

Zadanie 10

Okazuje sig, ze to jest tez prawda, dla zbioréw nieskonczonych. Udowodnijcie, ze podzbioréw
zbioru liczb naturalnych jest wiecej niz samych liczb naturalnych. To znaczy, ze wszystkich
podzbioréw nie da si¢ ustawi¢ w pary z liczbami naturalnymi!

Wskazowka: Ale moze da sie ustawicé z czyms innym? Wiecej wskazéwek na koricu skryptu!

Zauwazmy, ze kazdy podzbidr liczb naturalnych mozna zakodowaé za pomoca nieskonczonego
ciagu zero-jedynkowego, w ktérym kolejne cyfry koduja obecno$¢ (oznaczang jako 1) lub nie-
obecnosé (oznaczana jako 0) kolejnych liczb naturalnych w rozpatrywanym podzbiorze. Zatem
kod zbioru liczb pierwszych zacznie sie od 0,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,1,..., bowiem 0,1,4,6,8,9, 10
nie sg pierwsze, wiec na tych miejscach w ciggu widzimy zera, a 2,3,5,7, 11 sa liczbami pierw-
szymi, co skutkuje jedynkami na odpowiednich miejscach ciggu.

Ale skoro kazdy podzbiér zbioru liczb naturalnych ma swéj unikalny kod w postaci nieskon-
czonego ciagu zer i jedynek (oraz kazdy ciag zer i jedynek odpowiada pewnemu podzbiorowi
liczb naturalnych), to nie jest mozliwe zakwaterowanie wszystkich podzbioréw zbioru liczb na-
turalnych w hotelu Hilberta, bowiem, jak juz wiemy, nie da si¢ tego zrobi¢ dla zbioru wszystkich
ciaggdéw zero-jedynkowych. Zbiér P(N) nie jest réwnoliczny ze zbiorem N. Mozemy napisaé, ze

IN| <[P(N)].



6 Liczby zespolone

Aby w pelni méc uprawiac algebre, potrzebujemy umieé pierwiastkowaé liczby ujemne. W tym
celu musimy wprowadzi¢ nowg liczbe i, o takiej wlasnosci, ze 2 = —1. Liczby zespolone C to
liczby postaci z = a + bi, gdzie a,b € R. Liczby a i b nazywamy odpowiednio czescig rzeczywista
i urojong liczby z i oznaczamy Rez i Imz. A zatem kazda liczbe zespolong a + bi mozemy
przedstawié¢ (i bedziemy to czesto robi¢) na plaszezyznie jako punkt o wspéhrzednych (a,b).
Bedziemy tg ptaszczyzne nazywadé ptaszczyzng zespolong.

Dodajemy i mnozymy liczby zespolone ,,po prostu”, pamietajgc jedynie, ze i® = -1, a zatem:
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+i(b+d) oraz (a+bi)(c+di) = (ac—bd) +i(bc+ad). Np.: (1+i)(-2-
3i)+(-1+2i)=(1-51)+ (-1+2i) =-3i.

Nietrudno rowniez podzieli¢ dwie liczby zespolone przez siebie — wystarczy ,wyciggnaé uro-
jono$é z mianownika” (podobnie czasem sie postepuje przy dzieleniu przez liczbe niewymierna
z pierwiastkiem). Czyli:

a+bi  (a+bi)(c—di) (ac+bd)+i(bc—ad)
c+di  (c+di)(c—di) 2+ d? '

Kazda liczbe zespolona 2z = a + b, rézng od 0, mozemy zapisa¢ jeszcze na jeden sposob —
mianowicie definiuje ja jej odlegto$¢ od zera, zwana modutem, |z| = Va2 + b? oraz kat pomiedzy
ta liczba a osig rzeczywista, zwany argumentem Argz (sin Argz = %, cosArgz = %) A zatem
z = |z| (cos Argz + i sin Argx).

Np.: niech z = 1 -4, wtedy |2| = V2 oraz Argz = - W drugg strong, jesli Argz = <, |z = 2,

tox:Z(\/?g—%)Z\/g—i.

Zadanie 11

Wykonaj dziatania (w drugim przypadku warto skorzystaé z moduléw i argumentow!):

(3+i)?  (1-2i)®
(1+2i)2  (1+4)3

(3+i)> (1-2i)% 8+6i (-3-4)(1-2i) 8+6i -11+2i

(1+2i)2  (1+i)3 -3 +4 (20)(1+i)  —3+4i -2+2i
24 +24+i(-18-32) 22+4+i(-4+22) . 13+9i -13-i
— — = 21 — = .
9+16 4+4 4 4
i3(1 - )10

(1+iV3)7(V3-0)



x | |z| | Argx

? 1 5

1-i V2 |

1+iV3 2 2

V3 —i 2 =

. . i3 1 =
Wyliczamy moduty i argumenty: - 5% %
(1+4V/3)7| 27 4

(\/§ —4)8 28 QTW

L 25 -

M 215 T

wynik 2-10 0

A zatem wynik to po prostu 271(cos0 +isin0) = 155

Wida¢ od razu, ze dodawania liczb zespolonych od strony geometrycznej, to po prostu
dodawanie wektoréw na plaszczyznie zespolone;j.

Ale duzo bardziej ciekawe jest mnozenie i z pomocg przychodzi tu posta¢ biegunowa. Mia-
nowicie okazuje sie, ze mnozenie dwoch liczb zespolonych przez siebie powoduje przemnozenie
ich modutéw i dodanie ich argumentow. Ten fakt jest wyjatkowo przydatny przy liczeniu poteg
licz zespolonych — i stad bierze sie tzw. wzor de Moivre’a:

2" = |2|" (cosnArgz + isinnArgz) .
Zastosujmy te wiedze do jakiego$ przyktadu, np. policzmy (1 +4)6(\/3 —4). Mamy:

e 1+7 ma modut /2 i argument T, azatem (1+4)% ma modut 8 i argument %’r, czyli inaczej

X
¢ /3-ima modul 2 i argument 7=, a zatem (1+4)5(v/3-4) ma modut 16 i argument —2.

Liczb zespolonych mozna w zwigzku z tym z powodzeniem uzy¢ do rozwigzania zadan
geometrycznych:

Zadanie 12

Na bokach AB i AC trojkata ABC' zbudowano, po jego zewnetrznej stronie, kwadraty ABDE
i ACFG. Punkty M i N sa odpowiednio srodkami odcinkéw DG i EF. Wyznacz mozliwe
wartoéci wyrazenia M N : BC' (zadanie pochodzi z LII OM).

Wskazowka: Nalezy przeprowadzi¢ dowdd ,nie wprost”. Wiecej wskazowek znajdziecie na koricu tego
skryptu.

Zadanie pochodzi z LII OM, rysunek z artykutu z ,Delty” autorstwa J. Jaszunskiej.




Rozwazmy to zadanie na ptaszczyznie zespolonej. Niech A = 0 oraz C' = ¢. Wtedy G = ic oraz
F = c+ic. Niech E = e, wtedy B = ie oraz D = ie+e. W konicu: m = ((e + ie) +ic)/2 oraz
n=(e+ (c+ic))/2. Mamy:

e+c+ic—-e—ie—ic c—1e BC

MN=n-m = )
2 2 2

Zatem MN : BC =1:2.

7 Zadania dodatkowe

Zadanie 13

Por6wnaj metody d’Honta (metoda z dzieleniem liczby gltoséw przez kolejne liczby natural-
ne) oraz rozszerzong metode Sainte-Lagué (metoda z dzieleniem przez 1,4 oraz 3,5,7,...) na
nastepujacym przyktadzie. W okregu oddano 45000 gtoséw i byto do zdobycia 9 mandatow.
Startowalo 7 partii i osiggnety one nastepujace wyniki:

Ekranizatorzy | 12000
Fundriserzy | 11500
Gawedziarze | 7500
Histerycy 6000
Ideowcy 4000
Jalmuznicy 2200
Kabareciarze | 1800

Ile mandatéw zdobylyby poszczegdlne komitety, jesli mandaty przydzielane bylyby pierwsza
metoda? Ile jesli druga? Jakie sa roznice i jakie widzisz niedoskonalosci w tych metodach?
Ktoéra jest lepsza dla duzych partii?

Wskazowka: UZzyj kalkulatora. :P

Metoda d’'Hondta:
H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4

12000 | 6000 | 4000 | 3000
11500 | 5750 | 3833 | 2875
7500 3750 2500 | 1875
6000 3000 2000 | 1500
4000 2000 1333 | 1000

2200 1100 733 550

1800 900 600 450

~| e = T Q|

Czyli po 3 mandaty dla Ekranizatoréw i Fundriseréw, a po jednym dla Gawedziary, Histe-
rykow i Ideowcéw. Egzotyczna koalicja Fundriserow, Histerykéw i Ideoweéw moze rzadzié (ma
wiekszosé mandatow), choé nie ma wiekszosci gtosow.

Metoda Sainte-Lagué :
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‘ glosy H 1,4 ‘ :3 ‘ 5 ‘ 7

12000 | 8571 | 4000 | 2400 | 1714
11500 || 8214 | 3833 | 2300 | 1643
7500 || 5357 | 2500 | 1500 | 1071
6000 | 4285 | 2000 1200 | 857
4000 | 2857 | 1333 800 571
2200 1571 733 440 314
1800 1286 600 360 257

el Reni Kbl Res] Nes

W poréwnaniu z poprzednia metoda jeden mandat stracili Fundriserzy na rzecz Gawedzia-
rzy, czyli ta metoda premiuje troche mniejsze partie. Widac, ze cho¢ Ekranizatorzy i Fundriserzy
zdobyli bardzo podobne wyniki w glosach, to te 500 glosow réznicy daty Ekranizatorom az o
jeden mandat wiecej. Tym razem moze rzadzi¢ koalicja Ekranizatorow i Gawedziarzy, ktora ma
jeszcze bardziej mniej niz potowe glosow, ale ma wickszos¢ mandatow.

Zadanie 14

Czy moze istnie¢ relacja rownowazno$ci pomiedzy liczbami naturalnymi, ktora daje skonczenie
wiele klas abstrakcji o skonczonej liczbie elementéw kazda?

Nie! Klasy abstrakcji to podzial zbioru, a jesli podzielimy zbior liczb naturalnych na skonczenie
wiele czedci, to dostaniemy ktoras czesé bedzie nieskonczona.

Zadanie 15

Udowodnij, ze liczba v/3 +v/2 nie jest wymierna.
Wskazowka: Wskazowke do tego zadania znajdziesz na koncu skryptu.

Zatézmy przeciwnie ze p =3 +v/2 jest wymierna. Wtedy p—/3 = v/2, czyli p? - 2pv/3+3 =2,
zatem /3 = 2 jest wymierna, a przed chwila dowiedli$my, ze nie jest — sprzecznosé.

Zadanie 16

Wiedzac, ze (1 + %)n — e, znajdz granice ciggu (1- )" (n>0).
Wskazowka: Wskazowke do tego zadania znajdziesz na koncu skryptu.

(13" = (") = @ = @ = (e my ~ Te = ¢ bowlem /(n 1) > 1 oraz

ciag (1+ Ll)" 1 to przesuniety o jeden wyraz cigg (1 + %)

Zadanie 17

Wiemy, ze wszystkich nieskoniczonych ciagéw zero-jedynkowych nie da sie zakwaterowaé¢ w
hotelu Hilberta. A jak bedzie ze skoniczonymi ciaggami zero-jedynkowymi? Czy je wszystkie
mozna zakwaterowa¢ w hotelu Hilberta?

Tak, kwaterujemy po kolei wedtug dtugosci — cigg pusty do zerowego pokoju, dwa ciagi dtugosci
jeden do pokojow 1 -2, cztery ciagi dtugosci 2 do pokojéw 3 — 6, itd. (27 ciagéw o dtugosci n
do pokojow 2" —1 do 271 —2).
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Zadanie 18

Zauwaz, ze dla kazdej liczby zespolonej z # 0 mamy zawsze n liczb = takich, ze 2™ = z. Rzeczy-
wiscie pierwsza z nich powstaje poprzez policzenie pierwiastka z modutu W oraz podzielenia
argumentu przez n. Ale jesli do takiego argumentu dorzuce jeszcze dowolng wielokrotnosé liczby
27“, to po podniesieniu do potegi n dostane to samo, bo dodatkowy kat zsumuje si¢ do wielo-
krotnosci 2. Wszystkie te liczby bedziemy nazywaé pierwiastkami. Znajdz wszystkie v/—16.

Sa to 4 liczby. Poniewaz |-16| = 16, to kazdy z tych pierwiastkéw bedzie mial modut 2. Argument
167 to 7, wiec pierwszy z pierwiastkow ma argument 7 i do tego argumentu mozemy dodawac
%Tﬂ = 7, czyli mamy pierwiastki:

e o argumencie 7, czyli V2 +iV2
e 0O argumencie %’r, czyli 2+ i\/i,
e 0 argumencie _?T”, czyli V2 - z\/?,

e o argumencie =, czyli V2 -iV2.

8 Proponowane zadania domowe

Zadanie 19 (2 punkty)

Obejrzyj symulacje wyboréw z kilkoma mandatami do przyznania metoda glosu przechodniego
https://youtu.be/Ac90700IMUg. Zaprezentuj wybory na sawannie ze znanymi Ci z wyktadu
preferencjami wyborcow:
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jesli zamiast przewodniczacego sawanny wybieramy 4-miejscowa Rade Sawanny.

Liczba wszystkich gtosow to 37, wiec na jeden mandat trzeba zdoby¢ 10 glosow.

Poczatkowy rozklad gloséw to L: 12, S:9, M: 7, Z: 4, Z:3, W:2, zatem pierwszy mandat
otrzymuje lew. Ma o dwa gtosy za duzo, ale jego wyborcy na drugim miejscu chcg weza, czyli
w drugim rozdaniu wezowi doliczane sa 2 glosy: S:9, M: 7, Z: 4, Z:3, W:4. Odpada najstabszy
kandydat, czyli zebra. Jej wyborcy na drugim miejscu popieraja weza, czyli mamy: S:9, M:
7, Z: 4, W:T i odpada najstabszy kandydat, jakim jest zyrafa. Nie ma znaczenia, kogo popra
jej wyborcy, bowiem zostato trzech kandydatow i trzy nieobsadzone miejsca w Radzie, wigc
pozostali kandydaci zostaja wybrani — i w Radzie znajda si¢ lew, ston, matpa i waz.
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https://youtu.be/Ac9070OIMUg

Zadanie 20 (2 punkty)
Udowodnij, ze nastepujace liczby nie sa wymierne:

a) V6,
b) /3.

Zalozmy, ze p/q jest nieskracalny oraz /6 = p/q, wiec 6¢% = p2, zatem p jest podzielne przez 2,
czyli p? jest podzielne przez 4, w takim razie ¢ jest podzielne przez 2, co przeczy nieskracalnosci
utamka p/q.

Zalozmy, ze p/q jest nieskracalny oraz ¥/3, wiec 3¢3 = p3, zatem p jest podzielne przez 3,
czyli p? jest podzielne przez 9, w takim razie ¢ jest podzielne przez 3, co przeczy nieskracalnosci
utamka p/q.

Zadanie 21 (2 punkty)

Dane sa punkty B i C'. Punkt A jest dowolnym punktem ustalonej potptaszczyzny wyznaczonej
przez prosta AB. Na bokach trojkata ABC' zbudowano, na zewnatrz, kwadraty ABDE 1 ACFG.
Wykaz, ze wszystkie tak otrzymane proste D F przechodza przez pewien ustalony punkt, zalezny
tylko od potozenia B i C' (zadanie pochodzi z artykutu z ,Delty” autorstwa J. Jaszunskiej).
Wskazowka: Wskazowke do tego zadania znajdziesz na koncu skryptu.

Zadanie i rysunek pochodzi z artykutu z ,,Delty” autorstwa J. Jaszunskie;j.

ifgq b=-1 0 c=1

Ustalmy b=-1oraz ¢c=1. Wtedy d—b=1i(a-b) i f-c=-i(a-c), azatem d+ 1 =1ia+1i oraz
f—1=—ia+1i. W takim razie d + f = 2i, czyli Srodek odcinka DF to i, co nie zalezy od wyboru
punktu A.

9 Wskazéwki do niektéorych zadan

Zadanie 5

Wskazowka: Zaloz, zZe takg liczbe da sie zapisaé w postaci utamka i Ze jest on skrécony (licznik nie
dzieli sie przez Zaden dzielnik mianownika).

Zadanie 6

Wskazéwka: Skorzystaj z Tw. Pitagorasa
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Zadanie 8

Wskazowka: Wyobraz sobie wieloSciany wpisane w tq sfere, ktorych Sciany boczne to coraz wieksza
liczba trojkgtow.

Zadanie 12

Wskazowka: Rozwaz to zadanie na plaszczyinie zespolonej. Niech A =0 oraz C =c. Wtedy G = ic oraz
F=c+ic.

Zadanie 15

Wskazowka: Zaloz przeciwnie, Ze ta liczba jest rowna pewnej liczbie wymierne). Przenies jeden z pier-
wiastkow na drugq strone réwnania i podnies stronami do kwadratu.

Zadanie 16

Wskazowka: (1 - %) = ”T’l = .

n-1

Zadanie 21

Wskazowka: Umiesé te sytuacje na plaszczyinie zespolonej.
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