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Geometria i postulaty Euklidesa — konstrukcje

Jak wiecie Euklides w swoim niesamowicie doskonatym dziele ,Elementy” zaproponowal pie¢
aksjomatoéw geometrii

1.

2.

Dowolne dwa punkty mozna potaczy¢ prosta.
Dowolng prosta mozna przedtuzy¢ nieograniczenie.

Dla danego odcinka mozna zaznaczy¢ okrag o srodku w dowolnym punkcie i promieniu
rownym odcinkowi.

Wszystkie katy proste sa rowne.

Dwie proste, ktére przecinajg trzeciag w taki sposéb, ze suma katow wewnetrznych po
jednej stronie jest mniejsza od dwoch katéw prostych, przetng sie i to wlasnie z tej wladnie
strony, jesli sie je odpowiednio przedtuzy.

Nastepnie udowodnil mnostwo, nie zawsze prostych, faktéow geometrycznych.

Jednym z podstawowych problemoéw geometrycznych rozwazanych przez Euklidesa i innych
uczonych starozytnosci byta mozliwos¢ konstrukeji réznych obiektéow geometrycznych uzywajac
tylko cyrkla i linijki. Sprobujmy takze wymysli¢ tego rodzaju konstrukcje.

Zadanie 1

Macie dany odcinek. Korzystajac tylko z cyrkla i linijki znajdz srodek odcinka, oraz skonstru-
ujcie (narysujcie) kwadrat, ktérego dany odcinek jest bokiem.

Oczywiscie w pierwszej czesci z obu koncéw odcinka nalezy zatoczy¢ okregi o dowolnym sporym
promieniu (np. dtugosci odcinka). Odcinek wyznaczony przez dwa punkty przeciecia wyznaczo-
nych okregéw przecina si¢ z danym pod katem prostym w jego srodku.



W drugiej czesci nalezy przedtuzyé¢ dany odcinek AB i przy pomocy cyrkla odmierzy¢ z
kazdej strony dodatkowa dlugo$é odcinka (powiedzmy beda to punkty odpowiednio C' i D).
Przy pomocy konstrukeji z pierwszej czesci znajdujemy S$rodki odcinkéw C'B 1 AD. Sa to od-
powiednio A i B oczywiscie, ale jako produkt uboczny dostajemy proste prostopadie do A i B
w tych punktach. Odktadamy na nich dtugosé¢ odcinka AB w te sama strone dostajac punkty
odpowiednio X i Y. Szukany kwadrat to XY BA.

Zadanie 2
Skonstruujcie teraz trojkat rownoboczny o boku bedacym danym odcinkiem.

Oczywiscie wystarczy zatoczy¢ dwa okregi o srodku w poszczegdlnych koncach tego odcinka i
dhugosci bedacych dtugosciami tego odcinka.

1.1 Zadanie 3

Jak wiecie umiemy skonstruowac¢ pieciokat foremny. Zatézmy wiec, ze mamy dany pieciokat
foremny. Mozecie tez zalozy¢, ze mamy dany jego srodek. Jak skonstruowaé pietnastokat fo-
remny?

Wskazéwka: Wskazéowka do tego zadania jest na koncu skryptu.

FLuk okregu, ktorego cieciwg jest bok pietnastokata foremnego jest réznicg tuku, ktérego cieciwa
to tréjkat réwnoboczny wpisany w okrag oraz tuku, ktorego cieciwg jest pieciokat foremny
wpisany w ten okrag.

2 Twierdzenie Pitagorasa

Twierdzenie Pitagorasa, ktéorego dowdd znalazt sie w ,Elementach” Euklidesa orzeka, ze w
kazdym trojkacie prostokatnym suma dtugosci przyprostokatnych podniesionych do kwadratu
jest réwna dtugosci przeciwprostokatnej podniesionej do kwadratu.

Zadanie 4

Niech bedzie dany trojkat prostokatny ABC' o przeciwprostokatnej AB. Wysoko$¢ z wierzchotka
C' pada na podstawe AB w punkcie H. Udowodnijcie, ze |CH| = \/|AH||BH|.

Wskazowka: Wskazéwki do tego zadania znajdziecie na koricu skryptu.
|CH|? = |CB|? - |BH|?, |CH? = |AC|> - |AH|?, wiec 2|CH|? = |BC|?> + |AC|> - |BH|?* - |AH|*.

Zatem 2|CHJ? = |ABJ? - |BHJ2 - |AHP2, co daje 2|CH[? = (|AH| +|BH|)? - |BH|? - |AH|?, zatem
9\CHP = 2| AH||BH|

Zadanie 5

Macie dane dwa kwadraty. Skonstruujcie kwadrat o polu bedacym suma pdl zadanych kwadra-
tow.

Oczywiscie trzeba skonstruowadé trojkat prostokatny o bokach bedacych dlugo$ciami danych



kwadratow. Wtedy kwadrat o boku bedaca przeciwprostokatna to szukany kwadrat. Konstru-
owania katoéw prostych i kwadratow nauczylismy sie w zadaniu 1.

Zadanie 6

Znamy obecnie wiele dowodéw Twierdzenia Pitagorasa, w tym az osiem dowodoéw przedstawit
Euklides. Ale jak dowodzit swojego twierdzenia Pitagoras? Tego nie wiemy. Niektoérzy jednak
domysélaja sie, ze robil to w sposdb zobrazowany ponizszym rysunkiem.

Wskazowka: Wskazowke do tego zadania znajdziecie na koticu.

3 Katy w okregu

Zadanie 7

Kolejnym znanym twierdzeniem, ktérego dowoéd mozna znalezé w ,Elementach” Euklidesa to
twierdzenie o katach w okregu. Niech bedzie dany okrag i jego tuk. Kazdy kat wpisany w okrag
oparty na tym tuku ma te samg miare i jest ona rowna mierze kata pomiedzy cieciwg tego tuku
a styczng (tzw. kat dopisany). Udowodnijcie to twierdzenie.

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.
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Niech okrag ma srodek O, konce tuku to A i B, a wierzchotek kata opartego na tym tuku
to C. Rysujac prosta OC dostaje dwa trojkaty rownoramienne ACO i BCO. W takim razie
jesli By = « ACO oraz 35 = « BCO, to 206, + « AOC = 180° oraz 235 + « BOC = 180°. Zatem
«AOB =360° - « AOC' - « BOC =231 + 235 =2
measuredangle AC B, ale skoro dla kazdego punktu C', kat « AO B pozostaje ten sam, dostajemy
pierwsza teze zadania.

Rozwazmy zatem przypadek, gdy AC' to srednica okregu, i wtedy kat ABC' jest prosty.
Zatem « BAC =90° - « AC'B, ale roéwniez « BAC =90° — a, gdzie a to kat dopisany, bowiem
srednica jest prostopadia do stycznej. Zatem « AC'B = a.

Zadanie 8

Udowodnijcie, ze w takim razie, jesli czworokat da sie wpisa¢ w okrag to suma jego przeciwle-
gtych katéw wynosi 180°.

Skoro kat wpisany to potowa kata srodkowego, a dwa katy $rodkowe odpowiadajace dwom
naprzeciwleglym katom w takim czworokacie sumuja sie do pelnego kata 360°, to zachodzi teza
zadania.

Co wiec odnotujmy fakt, ze warunek w zadaniu 8 mozna odwréoci¢ — kazdy czworokat,
ktorego przeciwlegle katy sumuja sie do 180° mozna wpisa¢ w okrag.

Zadanie 9

Dany jest trojkat ostrokatny ABC, taki ze kat przy wierzchotku C' wynosi 60°. Punkty D i
FE sa rzutami prostokatnymi odpowiednio punktow A i B na proste BC i AC. Punkt M jest
srodkiem boku AB. Wykazcie, ze trojkat DEM jest réGwnoboczny.

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.

Latwo od razu zauwazy¢, ze « DAE = 30°, co wiecej trojkaty AEB oraz ADB sa prostokatne
o tej samej przeciwprostokatnej, ktora jest zatem Srednica okregu opisanego na kazdym z nich,
czyli to ten sam okrag. Inaczej méwiac punkty ABDFE leza na jednym okregu o $rodku w M.
Kat «DMFE =24«DAFE =2-30° = 60°, jako kat srodkowy oparty na tym samym tuku (patrz
dowdd poprzedniego zadania). Co wiecej jest réwnoramienny, bowiem M E i M D to promienie,
zatem jest rownoboczny.

4 Potega punktu

Jak wiecie, twierdzenie o potedze punktu, ktore dowiédt Euklides w 3. ksiedze ,,Elementéw”
moéwi, ze jesli dany jest okrag o oraz proste k i [ przecinajace sie w punkcie P na zewnagtrz
okregu o, takie ze A 1 B to punkty przeciecia k i okregu o, za$ [ jest styczna do o w punkcie C,
to:

|PC|? = |PA|-|PB].

Zatem jesli mamy punkt P i okrag o, to jakkolwiek go przetniemy prosta uzyskujac punkty
A i B, iloczyn dlugosci |PA||PB| bedzie taki sam. Ten iloczyn nazywa sie potega punktu P
wzgledem okregu o.



Zadanie 10

Udowodnijcie to twierdzenie w przypadku, gdy prosta k przechodzi przez punkt O bedacy
srodkiem okregu o.

Wskazowka: Wskazéwki do tego zadania znajdziecie na koricu skryptu.

Zatozmy bez straty ogélnosci, ze punkt A lezy blizej punktu P niz punkt B. Poltacz odcinkiem
O i C. Zauwaz, ze |OP? = (|PA| +|0A|)? = |OA]? + |PA|(2|OA| + |PA|). Teraz zauwaz réwnosé
roznych promieni okregu o oraz skorzystaj z Tw. Pitagorasa:

|OP|? = (|PA| +|0A|)?* = |OAP + |PA|(2|0A| + |PA|) = |OC|* + |PA||PB,

ale trojkat PCO jest prostokatny, wiec |OP|? - |OC|? = |PC|?, czyli |PC|? = |PA||PB].

Zadanie 11

Udowodnijcie twierdzenie o potedze punktu w ogdlnym przypadku, czyli gdy prosta k nie
przechodzi przez $rodek okregu.
Wskazowka: Wskazowka do tego zadania jest dostepna na koricu skryptu.

Zaznaczcie punkt D bedacy srodkiem odcinka AB oraz poprowadzcie odcinki OD, OP, OA
i OC. Nastepnie postepujemy podobnie jak w poprzednim zadaniu, z tym ze tym razem trzy
razy trzeba skorzystaé z twierdzenia Pitagorasa. Skoro |DP|=|AD|+|AP]|, to

IDPJ? = (|JAD| + |AP|)? = |ADJ? + |AP|(2|AD| + |AP|) = |ADJ? + |AP||BP|,
ale [DPP = |OPP~|DOJ, |ADP? = |AOP ~|DOP, |OP[? = |CP[2~|OC|? i |AO| = |CO|. Dostajemy
ICOP +|CP? — |DOP = |AOJ? — |DOP + |AP||BP|,

czyli [OPJ2 = |AP||BP).

Zadanie 12

Zaltézmy, ze odcinki AB i C'D przecinaja si¢ w punkcie P oraz |AP||BP|=|CP||DP|. Udowod-
nijcie, ze A, B,C, D leza na jednym okregu.

Zatozmy, ze o jest okregiem opisanym na tréjkacie ABC, oraz D’ jest jego przecieciem z pro-
sta CD. Wtedy |AP||BP| = |CP||D'P|, a wiemy, ze |AP||BP| = |CP||DP|, zatem |CP|DP| =
|CP||D'P|, czyli |DP|=|D'P|, czyli D = D'.

5 Zadania dodatkowe

Zadanie 13

Skonstruujcie za pomoca cyrkla i linijki szesciokat foremny.

Zadanie 14

Przeprowadzcie krok po kroku, cyrklem i linijka, konstrukcje Euklidesa pieciokata foremnego,
ktora zobaczyliScie podczas wyktadu, patrz https://youtu.be/s9WVS6eZkXI.
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https://youtu.be/s9WVS6eZkXI

Zadanie 15

Na bokach BC'i AC trojkatna ostrokatnego ABC' zbudowano, po zewnetrznej stronie, kwadraty,
odpowiednio, BCFE i ACGH. Udowodnijcie, ze proste AF', BG i FH przecinaja sie w jednym
punkcie.

Wskazéwka: Wskazéwka do tego zadania jest dostepna na korcu skryptu.

Zauwaz, ze patrzac z punktu C', AF i BG sa odcinkami obréconymi wzgledem siebie o 90°.
Niech M bedzie punktem ich przeciecia. Policzmy miary poszczegdlnych katow sktadajacych sie
na kat HM FE. Oczywiscie wiemy juz, ze « AM B = 90°, wiec wystarczy wykazac¢, ze « BME =
« AMH = 45°. Wykazmy, ze « BME = 45°, druga réwnos¢ jest analogiczna. Skoro « BMF' =
90°, to czworokat BM F'E jest wpisany w okrag i jest to ten sam okrag, co okrag opisany
na kwadracie BOFE. Zatem « BMFE = « BCE = 45°, bo to kat miedzy przekatna i bokiem
kwadratu.

Zadanie 16

Niech prosta k przechodzi przez srodek O okregu o oraz niech C'i D leza na tym okregu
po jednej stronie prostej k. Poprowadzmy jeszcze proste styczne m i n do o odpowiednio w
punktach C'i D. Niech przeciecie ki m to A oraz przeciecie k i n to B, za$ przeciecie m i n to
P. W koncu, niech H bedzie spodkiem wysokosci z wierzchotka P na podstawe AB w trojkacie
ABP. Udowodnij, ze katy CHP i DH P sg sobie réwne.

Wskazéwka: Wskazéowka do tego zadania jest dostepna na koricu skryptu.

Punkty C,P,D,H i O leza na jednym okregu, bo « PCO = «PDO = 90°, wiec czworokat
CPDO jest wpisany w okrag oraz « PHO = «ODP = 90°, wiec czworokat PHOD jest wpisany
w okrag i jest to ten sam okrag (opisany na na tréjkacie DOP). Teraz badane w zadaniu katy
sa rowne bo sa oparte na tukach o tej samej dtugosci, poniewaz CP = PD (poniewaz sa do
siebie symetryczne wzgledem PO).

Zadanie 17

W dziele ,,O podziatach figur”, przypisywanym réwniez Euklidesowi, formutuje on nastepujace
zadanie. Niech bedzie dany tréjkat ABC oraz punkt D lezacy na boku AB. PoprowadZ przez
przez punkt D prosta tak, aby podzielita tréjkat na dwie czesci o rownych polach. Rozwiazcie
to zadanie!

Wskazowka: Wskazowka do tego zadania jest dostepna na kovicu skryptu!

Rozwaz najpierw prosta sytuacje, gdy D jest Srodkiem odcinka AB. Jesli nie jest, to zatézmy,
ze D jest blizej A, niz B. Zaznacz punkt E bedgcy srodkiem odcinka AB oraz narysuj prosta
przechodzaca przez F i réwnoleglta do DC'. Niech F' bedzie punktem przeciecia tej prostej z
bokiem BC'. Wtedy prosta zawierajaca odcinek DF jest szukang prosta. Jest tak, bo pola
trojkatow C'FO oraz CEO sa réwne, gdzie O to przeciecie DF i C'E.

Zadanie 18

Niech beda dane okregi o i 0y nie przecinajace sie, jeden na zewnatrz drugiego. Prosta k, jest
styczna do 07 1 09 odpowiednio w punktach A i C| tak ze okregi sa po jednej jej stronie. Druga



prosta styczna [ o takiej samej cesze jest styczna odpowiednio w punktach B i D. Odcinek AD
przecina okregi 01 1 0y odpowiednio w punktach E oraz F. Wykazcie, ze |AE| = |DF|.

Ze wzgledu na symetrie sytuacji |AC| = | BD|. Z twierdzenia o potedze punktu |AF||AD| = |AC|?,
ale tez |BD|?* = |DE||AD|, zatem |AF| =|DEFE|, a wiec réwniez |AE| = |DF).

6 Proponowane zadania domowe

Zadanie 19 (za 2 punkty)
Niech bedzie dany prostokat. Skonstruuj cyrklem i linijka kwadrat o polu rownym polu tego
prostokata.

Wskazowka: Wskazéwki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.

Na jednej prostej odktadamy oba boki prostokata AB i BC'i dla powstatego tak odcinka AC
znajdujemy (jak w zadaniu 1) jego srodek oraz prosta prostopadla do niego w punkcie B.
Ze srodka zataczamy okrag, ktorego $rednica jest AC. Przeciecie okregu ze znaleziona prosta
prostopadta to punkt D i na mocy zadania 3, BD to szukany bok kwadratu, ktéry konstruujemy
jak w zadaniu 1.

Zadanie 20 (za 2 punkty)

Stworz samodzielnie siatki wszystkich wielo$cianéw foremnych.

Czyli czworoscianu, szescianu, osmioscianu, dwunastoscianu i dwudziestoscianu.

Zadanie 21 (za 2 punkty)

Niech bedg dane dwa okregi przecinajace sie w punktach P i () oraz punkt A lezgcy na pierw-
szym okregu, rozny od P i (). Punkty przeciecia przedtuzen odcinkéow AP i AQ z drugim z
okregow, to odpowiednio B i C. Udowodnij, ze styczna do pierwszego z okregéw w punkcie A
jest réwnolegta do prostej BC.

Wskazoéwka: Wskazowka do tego zadania jest dostepna na koncu skryptu.

Kat dopisany w puncie A jest réwny « AQP, Zatem « PQC = 180°— « AQ P, ale skoro czworokat
BCQP jest wpisany w okrag, to « PQC + « PBC = 180°, a zatem « PBC' = « AQP, i rowny
naszemu katowi dopisanemu, co dowodzi rownolegltosci stycznej i prostej BC'.

7 Wskazowki do zadan

Zadanie 4

Wskazowka: Skorzystajcie trzy razy z tw. Pitagorasa.



Zadanie 4

Wskazowka: Przestaw cztery widoczne na rysunku tréjkaty, tak aby ich przeciwprostokgine tworzyly
kwadrat.

Zadanie 7

Wskazowka: Dorysujcie odcinek miedzy $rodkiem okrequ, a wierzchotkiem kqta i rozwazcie kqty w
powstalych trojkgtach.

Zadanie 8

Wskazowka: Oblicz kgt CAD lub CBE, a nastepnie przyjrzyjcie sie czworokgtowi ABED. Czy mozna
na nim opisac okrqgg?

Zadanie 10

Wskazowka: Zaloimy bez straty ogolnosci, ze punkt A lezy blizej punktu P niZ punkt B. Polgczcie
odcinkiem O i C. Zauwazcie, ze |OP> = (|PA|+|0A|)? = |OA]* + |PA|(2|OA| + |PA|). Teraz zauwaicie

rownosS¢ rézinych promieni okregu o oraz skorzystaj z Tw. Pitagorasa.

Zadanie 11

Wskazowka: Zaznaczcie punkt D bedgcy $rodkiem odcinka AB oraz poprowadZcie odcinki OD, OP,
OA i OC. Postepuj podobnie jak w poprzednim zadaniu, z tym Ze tym razem bedziecie korzystaé z Tw.
Pitagorasa az dwa razy!

Zadanie 15

Wskazowka: Zauwazcie, Ze patrzge z punktu C, AF i BG sq odcinkami obréconymi wzgledem siebie
0 90°. Niech M bedzie punktem ich przeciecia. Policz miary poszczegolnych kgtow sktadajgcych sie na
ket HME.

Zadanie 16

Wskazowka: Punkty C, P, D, H i O lezq na jednym okregu. Dlaczego?

Zadanie 17

Wskazéwka: Rozwazcie najpierw prostq sytuacje, gdy D jest Srodkiem odcinka AB.



Zadanie 19

Wskazowka: Skorzystaj z zadania 4.
Zadanie 21

Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia o kgcie dopisanym w okregu, a nastepnie zauwaz, Ze czworokgt

BCQP jest wpisany w okrqg.

Zadania inspirowane: listami zadan Kuby Pawlikowskiego z zadan obozu Almu, zadaniami
z ,Delty” Joanny Jaszunskiej, pomystami Michata Korcha, listami zadan dr. J. Bednarczuka
do Geometrii I i II, ,,O podziatach figur” przypisywane Euklidesowi.
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