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Zadania

1.

Rozpatrzmy forme dwuliniowa h: R* x R* — R za-
dana wzorem

h(($1,$2,$3,$4), (y17y23y37y4)) =
= 2.1312/1 —T1Y2 + 5.1313/4 + 6$2y3 — 433‘2y4+
+7x3ys — 3T4y1 + 8T4Ys3.
Niech

A={(2,0,1,0),(0,3,0,1),(1,2,0,0),(0,0,1,1)}.
Znajdz G(h,st) oraz G(h,A).

. Niech h:V x V - R bedzie forma dwuliniowa sy-

metryczna na skonczenie wymiarowej przestrzeni
V nad R i niech A bedzie baza V. Wykaz, ze
h jest iloczynem skalarnym wtedy i tylko wtedy,
gdy G(h,A) jest kongruentna nad R do macierzy
jednostkowej.

. Sprawdz, czy formy hi,ho:R% x R? - R zadane

WwWzOorem
hi((z1,72), (y1,¥2)) = T1y1 +221Y2 + 27291 + T2y

ha((z1,72), (y1,Y2)) = T1Y1 + T1Ya + Tay1 + Tayo

sa nieosobliwe. Znajdz rzedy przestrzeni (R?, hy)
oraz (R?, hy).

. Znajdz wektory izotropowe w przestrzeniach

a) (R?,h), gdzie h((z1,22),(y1,¥2)) = 1y2 +
T2Y1,

b) (Z%7h)7 gdzie h((x1,22),(y1,v2))
Ta2Yy1.

T1y2 +

. Niech h:R* x R* > R oraz

1 0 2 1
0o 3 0 -1
G(h,st) = 5 0 1 2
1 -1 2 0

i niech W bedzie podprzestrzenia opisana ukla-
dem réwnan:

{1’1 +I2+$3+l’4:0,

1’1—!173:0.

Znajdz baze przestrzeni W+t. Czy RY =W @ W*?

6. Niech h:R3 x R3 - R oraz

G(h,st) =

o= o
—_ O =
o= o

a) Podaé¢ przyklad podprzestrzeni W ¢ R3, ze
R3 =W e W

b) Podaé przyktad podprzestrzeni W c R3, ze
R3 =W e W+, ale dim W + dim W+ = 3.

c¢) Podaé przyklad podprzestrzeni W c R3, ze
dim W +dim W+ # 3.

d) Ile wynosi maksymalny wymiar podprzestrze-
ni nieosobliwej w (R3, h)?

e) Znajdz wszystkie wektory izotropowe w
(R%, h).

f) Znajdz wszystkie calkowicie zdegenerowane
podprzestrzenie w (R3,h).

. Rozstrzygnij, czy w przestrzeni (Z3,h), gdzie

h((x1,22), (y1,y2)) = T1y2 + T2y istnieje baza or-
togonalna.

. Dla kazdej z ponizszych przestrzeni dwuliniowych

znalez¢ baze prostopadla:
a) (R3 1), gdzie
h((z1, 22, 23), (Y1,2,3)) =
=T1Y3 + T2Y2 + T3Y1-
b) (C2,h), gdzie

h((w1,22), (y1,92)) =

=32T1Y1 +1x1Y2 +1T2Y1 + T2Yo.

. Udowodnij, ze baza A jest prostopadia wzgledem

formy dwuliniowej h:V x V - K wtedy i tylko
wtedy, gdy G(h,.A) jest macierzg diagonalna.



10. Dla kazdej z ponizszych macierzy znalez¢ macierz oraz

11. Znajdz sygnature macierzy

diagonalna, ktéra jest do niej kongruentna. 1 2 0
B=|2 5 1
1 2 1 10
[ 2 3 ]E MQXQ(R),
Dla jakich t € R macierze A i B sa kongruentne
0 4 0
7; 1 € MQXQ((C)a a‘) nad R
b) nad C?
1 1 ] € Moyo(Zs). ¢) nad Q7

13. Dla formy dwuliniowej h:R3 x R® — R zadanej

wzorem
[1 1 0
A=|1 0 2 |eMss(R). h((@1,22,23), (Y1, Y2, ¥3)) =
| 0 2 -4
= T1Y1-221Y2—202Y1 +202Y2—202Y3 - 223Y2 +3T3Y3
12. Niech
1 0 1 znalezé baze R3, ktéra jest ortogonalna wzgle-
A= 0 2 3 dem h i ortonormalna wzgledem standardowego
1 3 ¢ iloczynu skalarnego.

Zadania domowe

1. Dane sa macierze rzeczywiste

1

10 1 0
0100
A=17 01 0
000 2]
4 -2 0 0]
3 -1 0 0
B=lo o 11
0 0 1 1|

a) Czy istnieje macierz ortogonalna P € My (R), taka, ze B = P"LAP? Jedli tak, to podaé przyktad
takiej macierzy.

b) Dla jakich s € R forma dwuliniowa h:R?* x R* - R zadana warunkiem G(h, st) = A — sl jest iloczynem
skalarnym?

. Forma dwuliniowa h:R3 x R?* - R dana jest wzorem

h((z1,22,23), (Y1,Y2,¥3)) = T1y1 + 222Y2 — T3y3 + 2T1Y2 + 2TaY1 + Tays + Ty
a) Znalezé baze prostopadla przestrzeni (R3,h).
b) Niech W = 1in((0,1,0),(0,0,1)). Czy R* = W ® W*? Czy dla kazdej jednowymiarowej podprzestrzeni
Z tej przestrzeni mamy R® = Z @ Z+?

. Niech h: W xW — R bedzie forma dwuliniowa symetryczng taka, ze dla pewnej bazy prostopadlej vy,..., v,
przestrzeni dwuliniowej (W, h), zachodzi h(v;,v;) >0 dla kazdego 1 < i < n. Wykazaé, ze h jest iloczynem
skalarnym.

. Niech (V, h) bedzie przestrzenia dwuliniowa. Izomorfizm liniowy ¢: V' — V jest automorfizmem przestrzeni
dwuliniowych, jesli zachowuje h. Wykazaé, ze
a) Zlozenie dwéch automorfizméw przestrzeni (V, h) jest automorfizmem przestrzeni (V,h).

b) Dla kazdej nieosobliwej podprzestrzeni W ¢ V przeksztalcenie ¢:V — V zadane jako ¢(v) = v dla
kazdego v € W oraz ¢(v) = —v dla kazdego v € W* jest automorfizmem przestrzeni (V, h).

. Wykazaé, ze jesli (V,h) jest przestrzenia dwuliniowa nad R oraz v,w € V sa nieizotropowe i h(v,v) =
h(w,w), to istnieje automorfizm ¢ przestrzeni (V,h), ze p(v) = w.



