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Zadania

1. Niech K bedzie dowolnym ciatem. Znalezé niezerowy funkcjonal liniowy ¢: K4 - K réwny 0 na podprze-
strzeni rozpietej na wektorach (1,1,1,1),(1,0,0,0).

2. Niech K bedzie dowolnym ciatem. Wskaza¢ bazy sprzezone z nastepujacymi bazami K™:
a) €1 +€2,69,...,En,
b) €1,61 +€2,...,61 +En,

3. Zmalezé wspélrzedne formy 1 + 2o + 23 W bazie sprzezonej do bazy (g1 + €2,€1,62 + €3) przestrzeni K3,
gdzie K jest dowolnym ciatem.

4. Niech ¢: K3 - K? bedzie dane jako ¢ (1,22, 23) = (21 + T2, 21 — 2). Znalezé ¢* (221 — x2).

5. Znalez¢ jadro i obraz przeksztalcenia sprzezonego ®*, jesli
a) ®:C? —» C* jest dane wzorem ®(z,y,2) = (v +2y,z + 3y + 22,y + 22,2 + 2y — 2),
b) ®:R? —» R3 jest dane wzorem ®(x,y) = (x + 2y, 3z + 6y, 22 + 4y).

6. Podaé taki przyktad bazy R3: v1,ve,v3, 7e €] = 20} + v}, €5 = v} +v3.

7. Opisaé wszystkie funkcjonaly ® € (M,,x,(R))* takie, ze dla dowolnych A, B € M,,x,,(R), ®(AB) = ®(BA).

8. Niech f e (R3)* bedzie taki, ze f = be} — 2¢5 + 3e}.
a) Znalezé wzér na f,
b) Znalezé wspélrzedne f w bazie sprzezonej do bazy ((2,1,1),(1,2,3),(0,1,1).

9. Niech (V&) bedzie przestrzeniag unitarna. Rozwazmy przeksztalcenie £:V — V* zdefiniowane jako

(€' (0)(w) = &(w,v).
Udowodnij, ze ¢ jest bijekcja oraz &' (av + bw) = a&’(v) + b&'(w), czyli, ze €' jest izomorfizmem V — V*,
gdzie V* jest przestrzenia V™ ze zmodyfikowana operacja mnozenia: (a- f)(v) = a- f(v).
10. Udowodnij, ze przy opisanym w poprzednim zadaniu utozsamieniu V i V*, endomorfizmy ¢:V — V oraz

O:V* - V* sa sprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy £(o(v),w) = &(v, ®(w)) dla dowolnych v, w € V.



Zadania domowe

1. W R? ze standardowym iloczynem skalarnym oblicz objetosé, pole powierzchni poszczegdlnych écian oraz
miare ich katow w
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2. Udowodnij, ze dla dowolnych wektoréw w,v,w w tréjwymiarowej zorientowanej przestrzeni euklidesowej
zachodzi
(uxv,w) = {u,vxw).

3. Udowodnij, ze jesli M,,«,, (K) jest macierza nad cialem K o wyrazach bedacych jedynie zerami i jedynkami
taka, ze w kazdym wierszu oraz w kazdej kolumnie jest doktadnie jedna jedynka, to M jest macierza
ortogonalna.

4. Niech beda dane baza A = {(1,2,4),(1,1,1),(0,0,1)} przestrzeni R?, oraz przeksztalcenia ¢:R? — R i
©:R3 —» R? zadane wzorami ¥(y1,y2) = y1 + 2y2 oraz o(x1,Ta,3) = (21 — To + 3,22, + To — x3). Znajdz
wspOlrzedne funkcjonalu ¢*(¢) w bazie sprzezonej do bazy A.

5. Niech (V,€) bedzie przestrzenig unitarna. Rozwazmy przeksztalcenie £:V — V* zdefiniowane jako

(€ (v)(w) =&(w,v).
Utozsammy kazdy element v € V z £'(v) € V*. Niech ¢:V — V bedzie endomorfizmem

a) udowodnij, ze ¢ jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = ¢*.

b) udowodnij, ze zachodzi ¢ = **. Wolno Ci skorzystac z tezy ostatniego zadania z cwiczen.



