Matematyka dla Wydziatu Geologii, semestr 2., 2019/2020
¢wiczenia 8. (i 83) — rozwigzania

81 15 lub 16 kwietnia 2020

1. Znajdz dziedzine funkcji

x
2y =r ] .
f(@.y) 22 +y?+ 2z
Punkt (z,y) lezy w dziedzinie o ile, Tz~ 120, ezyli f;;yy;:; <0, co jest mozliwe tylko, gdy = < 0

oraz 22 +y? + 22 <01 22 +y? + £ > 0. Czyli, gdy:

(z+1)°+y°<1

(+1)2+ 2>1
T+ =
2) TV g

Czyli to punkty lezace wewnatrz kola o promieniu 1 i sSrodku w punkcie (-1,0) za wyjatkiem wnetrza kola
o promieniu 1/2 i §rodku w (-1/2,0), inaczej piszac ta dziedzina to K((-1,0),1) ~ K((-1/2,0),1/2).

oraz jednoczes$nie

2. Sprawdz, czy istnieje granica. Jesli tak, to ja oblicz, jesli nie, to uzasadnij dlaczego.
. Ty
a) hm(z,y)—>(0,0) 22 +y27
Nie ma granicy, bo dla = =0, y = 1/n mamy
Ty
2 +y?

:O—>O,

ale dla x = 1/n, y = 1/n mamy
zy 1?1

— = =——=1/2.
x2+y?2 2?2 2 -1
3_ .3
. Y-z
b) lim(g,y)-(1,1) P
Mamy
3_.3 2 2 3
-z +3x°y -3 -
y* -’ +3a%y - 3ay®  (y-2) (y-2) 0.
r-y r—y
oraz ) )
3x‘y -3 3 -
y=3ey” _Swy(z=y) 4. 3
-y -y
Natomiast . ) )
-2y - a3+ 32%y - 3xy?  32%y - 3ay?
= — g 0 - 3 = _3.
-y -y -y
. sinzy
¢) Hmay)~0.0) 735
Nie ma granicy, bo dla z =0, y = 1/n mamy
sinzy
gt 0-0,
ale dla x = 1/n, y = 1/n mamy
sinzy  sinl/n® 1 sin 1/n? 12 1=1/2.

22+y2 2/n2 2 1/n?



ST -1

d) hm(fay)—’(oﬂ) 22 + 12

22 +9y? =r?, wiec

VitxzZ+y2-1 . V1+r2-1 1+r2-1 . 1
= lim 1 1/2.

lim = lim lim =
(2,4)~(0,0) r? +y? =0 72 =0 p2(V1+72+1) ™01+ 72+1

)

. sin xy
©) e y)-0,0) —

sin zy

Mamy o ~ 1, bowiem zy > 0. Zatem 22 = y. 502U _ 1.1 =,
. sin zy

£) Him gz ) 00) —
Mamy sy, 1, bowiem zy — 0. Zatem S27Y = 4. S02 _ (.1 = (),

T Ty
) i -

1m — 5 9

g (z,y)—(0,0) 22 + g2

Nie ma granicy. Rzeczywiscie, jesli = 1/n, y = 0, to g 11//77?2 =n - oo, jesli x = —-1/n, y = 0, to
T _-ln _
Wy T Az T T T T

h) lim, y)-(0,0) ¥ In(2? +4?).
2?2 +y?=r? > 0,1yl <r, wiec

—Inr?
[yIn(a® + 4*)] = lyllnr?] < || = =,
1/r
ma te sama granice, co
—9r-1/r2
“2r 1 g o,
-1/r?
zatem i granica badanej funkcji wynosi 0.
. Zbadaé granice
4_ .4
lir% oY
yso LY
Mamy m:lif = (z-y)(z* +y?). Niech z,, - 0 oraz y,, - 0 beda dowolnymi ciagami takimi, ze X,, + v, # 0.
Wtedy:
4_ .4 4 _ .4
lim 27 = lim T2 Yn iy (Zn —yn) (22 +92) = 0.
5:8 T+HY noRTy+Y, nox
. Zbadaj ciaglos¢ funkcji:
1 , dla xy > 0,
f(x,y)=40 , dlazy>0,

-1 ,dlazy<0,

Jest jasne, ze funkcja jest ciagla w kazdym punkcie poza osiami (czyli dla punktéw zy > 0 oraz zy < 0),
ktore sa podejrzanym obszarem (czyli gdy = = 0 vy = 0). Widaé, ze w tych punktach funkcja nie jest
ciagta. Jedli bowiem (x,y) jest taki, ze x =0 lub y = 0, to niech z,, =z + 2+ £ y =y + % + 2+ 2 Wtedy
limy, oo f(@n,Yn) =1 lub lim, e f(@n,yn) = -1, natomiast f(x,y) = 0.

. Niech )
7y
—— ,dla (x,y) # (0,0
0 ,dlaz=9y=0.
Pokaz, ze granica jest réwna zero w punkcie (0,0) jesli przyblizamy si¢ wzdtuz dowolnej prostej przecho-
dzacej przez (0,0), ale f nie jest ciagla w (0,0).



Dla y = ax mamy

%y ax? ax

z+y? (22 + a?)x? 22 +a2

gdy x — 0. Tymczasem dla x = 1/n,y = 1/n? mamy

2y 1nt 1

wtvy?  1nt+1/nt 2

wige funkcja nie ma granicy w (0,0), a tym samym nie jest ciggta.

6. Niech .
7y ,dla (Z‘,y) # (070)

f(z,y) = a? +y? :
dla (z,y) = (0,0)

Zbadaj, czy istnieja 5£(0,0) oraz 3L(0,0).

— 2 _
h—0 h h—0 h

Czyli istnieje %(0, 0) i podobnie %(07 0) ze wzgledu na symetrie zmiennych.

7. Znajdz pochodne czastkowe funkcji:

a) f(z,y) =a",
af _ y-1
il L
gjyc =xzYInx
b) f(x,y,2) = 2%y>24,
67J: = 2xy3z4.
Z:J; _ 30222t
% — 4228
C) f(x7 y’Z) = emyz?
% = yze™?
gjyf = gze®Y?
% = pye™*
d) f(z,y,z) =ze¥ +ye” + ze®.
g—i =e¥ + ze”.
% =ze¥ +e”.
g—‘i =ye® +e”



8. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu funkcji

flx,y) = z? = 3zy® + 243 + 2.

g(‘r7y) =2z - 3y25
ox

%(:ﬂ,y) = —6zy + 6> + 2,
dy

82
(w y) =2,
82
axa (iC y) = _Gya
0*f

9 5 (#,y) = -6z + 12y.

9. Zbadac¢ istnienie ekstremdéw funkcji
flx,y,2) = x* =20 —y® + 3y + 52°.

Obliczam pochodne czastkowe: % =2z -2, % = -3y% +3, af = 10z. Sprawdzam teraz dla jakich punktow

te pochodne si¢ zeruja i Wnioskujg, zex=1,y=x1,2=0, czyh jest dwoch potencjalnych kandydatow na

ekstrema: (1 ,0)1(1,-1,0). Potrzebujemy pochodnych drugiego rzedu, zeby je zweryfikowaé.
of _ of of _ of _
2z = 4 dzdy =0, 5,92 0> ay2 = 6y, dydz =0, ;2 = 10.

Zatem rézniczka to d? f = 2h? — 6yh3 + 10h3, co w punkcie (1,1,0) daje wyrazenie 2h? — 6h3 + 10h3, ktére
jest dodatnie dla hy = 1, hy = hy = 0 oraz ujemne dla hy = hy = 0 oraz he = 1, czyli w tym punkcie nie ma
ekstremum.

Natomiast w punkcie (1,-1,0), to daje 2h2 +6h3 + th?,)7 co jest dodatnie zawsze, wiegc mamy tu minimum:
f(17_170) =-3.

10. Znajdz wszystkie funkcje f, takie, ze

of

a—(m, y) = 221> + ® siny,
x

0
a;:(x,y) =322y +e®cosy + 1.

Oczywidcie
f(z,y) =2%y* + e“siny +y + C.
11. W jakim kierunku funkcja f rosnie najszybciej w punkcie P?

a) f(z,y)=sin =¥, P=(3,1),

f - ymeosTry/d xmwcosmayll
- 4 ’ 4

meosT3/4 3mcosm3/4| ™2 3m/2
4 4 8 8

F31)= [
i to jest ten szukany kierunek.
b) f(z,y,z) =esiny +e¥sinz + e*sinx, P =(0,0,0).
f'=[e"siny +e” cosx, e” cosy + ¥ sin 2, €Y cos z + €” sin x|
fl(ov 070) = [17 1, 1]

i to jest szukany kierunek.



12. Zalézmy, ze jesteémy w punkcie (~100,-100,430) géry opisanej przez funkcje z = 500 — 0.0032% — 0.004y2.
a) W ktérym kierunku stok géry jest najbardziej stromy?
2" =[-0.006z,-0.008y]
2'(-100,-100) = [0.6,0.8]
b) Jak stromy jest stok w tym punkcie (oblicz kat najbardziej nachylonej stycznej)?

1(0.6,0.8)] = +/0.36 + 0.64 = 1 = tg v,

wiec o = /4.



