Algebra 2 dla MSEM , 2019/2020

¢wiczenia 14. — z dystansu — rozwigzania

8 kwietnia 2020

1. Dla kazdej pary z ponizszych macierzy, zbadaé¢ czy sa podobne.
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wigc 7(A2—2I)=11¢ =3-1=2. A zatem macierz w postaci Jordana podobna do tej macierzy to
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wiec (A3 —2I)=11¢ =3-1=2. A zatem macierz w postaci Jordana podobna do tej macierzy to

1
2
0

o O N
N OO



2-a 0 0
1 2-a 0 |=(a-2)>%
1 1 2-a
000
Ag-2I=|1 0 0 |,
110

wigc 7(A4—2I)=21¢ =3-2=1. A zatem macierz w postaci Jordana podobna do tej macierzy to
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To oznacza, ze Ay z Ay sa podobne oraz As z Az sg podobne.

2. Znalez¢ postaé Jordana nastepujacej macierzy
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wigc 7(A-51)=41 ¢ =6-4=2. Musimy policzyé¢
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wiec 7(A-51)2 =31y =4-3 =1, a zatem jedna z tych dwéch klatek musiata byé 1x 1. A zatem macierz
w postaci Jordana podobna do tej macierzy to
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3. Dla ponizszych endomorfizméw ¢;: R?* — R? sprawdz, czy istnieje baza R®, ze A; to macierz tego prze-
ksztalcenia w tej bazie. Jesli tak, znalezé taka baze.
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Tymczasem macierz A; ma warto$¢ wlasna 4, wiec nie moze by¢ podobna.
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Zatem macierz podobna w postaci Jordana to | 0 1 0 |. Wektorem wlasnym dla 1 jest (1,0,0),

0 0 -5

za$ dla -5, (-1,3,0). Natomiast na wektor (1,0,0) w przeksztalceniu ¥(x,y,2) = (2y + 4z, -6y + 32,0)
przechodzi (0,1/10,1/5), czyli A ={(1,0,0),(0,1/10,1/5),(-1,3,0)} jest baza Jordana.
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Zatem macierz podobna w postaci Jordanato M =| 0 1 0 |. Wektorem wlasnym dla 1 jest (0,0,1),
0 0 -5

za$ dla -5, (12, -6, 1). Natomiast na wektor (0,0, 1) w przeksztalceniu ¥ (z,y, z) = (-4dx+4y, 20 -2y, v+ 3y)
przechodzi (1/4,1/4,0), czyli B ={(0,0,1),(1/4,1/4,0),(12,-6,1)} jest baza Jordana. Zatem
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gdzie C jest szukana baza. Zatem
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Zatem C = {(-1/9,3/10,4/15), (0,1/10,8/15), (1,0,0)}.
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4. Policz 123 potege macierzy

wiec macierz Jordana to



Natomiast wektor wlasny to (—3,1). Dla przeksztalcenia ¥(z,y) = (32 + 9y, —x — 3y) mamy (-1,0) =
(-3,1), zatem A = {(-3,1),(-1,0)} jest odpowiednia baza Jordana. Mamy zatem
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. Niech ¢ bedzie endomorfizmem skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej K i niech W bedzie podprze-

strzenig przestrzeni V taka, ze dla kazdego v € W, p(v) € W. Niech ¢ = ply: W — W. Wykazaé, ze
wielomian charakterystyczny 1 dzieli wielomian charakterystyczny .

Wystarczy uzupelni¢ baze W do bazy V i rozpatrzeé¢ macierz tego przeksztalcenia w tej bazie. Wtedy
wielomian charakterystyczny 1 jest czynnikiem w wielomianie charakterystycznym catosci ze wzgledu na
postaé¢ blokowa macierzy.

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby n € N, istnieje macierz n x n A, taka ze A3 = A + I. Udowodnij, ze dla
kazdej takiej macierzy det A > 0.

Zadanie z IMC 1999. Niech X bedzie taka, ze A> = A+ 1. Ten wielomian ma rzeczywiste rozwigzanie. Wtedy
A=\ spelnia A3 = A+ 1.

Wielomian p(A) = A3 = A - 1 ten ma jeden dodatni pierwiastek z; (bo p(0) < 0), a pozostale pierwiastki
to dwa zespolone sprzezone xo,xs. Jedli jednak macierz spelnia réwnanie A% = A + I, to jedli \ jest
jego wartoécig wlasna, to A3v = \v + v dla wektora wlasnego v, zatem A jest pierwiastkiem wielomianu
p(x). Czylidet A = x?xg xg , gdzie «a, O sa wielokrotnos$ciami pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego
(79,23 musza mieé te samg wielokrotnogé, bo wielomian jest rzeczywisty). Ale mox3 = |22|?, wiec det A =
25 (j222)? > 0.



