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. Wyznaczy¢é wszystkie liczby m e N\ {0,1} takie, ze dla kazdego = € U(Zy,), 22 = 1.

Do U(Z,,) naleza wszystkie liczby wzglednie pierwsze z m i wiemy, ze maja one spetnia¢ warunek m|z?-1.
Zatem jedli pjm, to p|z® -1 dla x wzglednie pierwszych z m. Niech m = pPFn, gdzie n jest wzglednie pierwsze
z p, oraz niech ap + bn = 1. Jedli p > 3, to skoro 2ap + 2bn = 2, to wlasnie taka ma reszte z dzielenia przez
p i jest to liczba wzglednie pierwsza z m, ale (2ap + 2bn)? — 1 w takim razie daje reszte 3 # 0 z dzielenia

przez p. Zatem jedynymi dzielnikami m moga by¢ 2 oraz 3. Analogicznie mozna dowiesé, ze m nie dzieli
sie przez 9 ani przez 16. Stad m € {2,4,8,6,12,24}.

. Udowodnié, ze zadna para grup U(Z),U(Q),U(R),U(C) nie jest izomorficzna.

U(Z) ={1}, U(Q) jest przeliczalna, pozostale dwie grupy sa nieprzeliczalne, wiec jedyna szansa jest taka,
7e dwie ostatnie sa izomorficzne. Ale w U(C) istnieje element rézny od 1 o tej wtasnosci, ze 23 = 1 (jest
nim —i), a w U(R) taki element nie istnieje.

. Jaki jest maksymalny rzad elementu w grupie 1.

Szukamy takiego rozkladu 10 = x1 + ... + 23 (permutacji na rozlaczne cykle), ze nww(zy,...,x) jest
mozliwie duzy. Taki rozklad to 2+3+5 i nww(2,3,5) = 30 jest maksymalnym rzedem elementu.

. Udowodni¢, ze grupa g zawiera cykliczna podgrupe rzedu 15. Udowodnié, ze kazda taka podgrupa jest
zawarta w Ag.

Takim elementem jest (1,2,3)(4,5,6,7,8). Wiec ((1,2,3)(4,5,6,7,8)) jest taka podgrupa. Co wiecej kazda
taka podgrupa jest generowana przez permutacje rzedu 15, czyli ztozona z cykli o dlugosci bedacych dziel-
nikami 15, a wiec w szczegdlnodci nieparzystej dlugosci. Kazdy cykl nieparzystej dlugosci jest zlozeniem
parzystej liczby transpozycji, wiec jest to permutacja parzysta.

. W grupie GL(2,Z3) wskaz podgrupy rzedu 2,3 oraz 4. Czy grupa ta zawiera podgrupy rzedu 5, 6 lub 7.

Zauwazmy, ze |GL(2,7Z3)| = 8-6. Zatem na pewno nie zawiera podgrup rzedu 5 i 7. Zauwazamy, ze [ (2) (1) ]
1 0 . . . . .
oraz [ o o |sa elementami rzedu 2, wiec kazdy z nich generuje grupe rzedu dwa, a razem grupe rzedu

2. . . . . .
1 9 jest rzedu trzy, wiec generuje podgrupe takiego rzedu, a razem z jednym z dwéch
poprzednich, generuje podgrupe rzedu 6.

4. Element [ 0

. Udowodnij, ze kazda podgrupa o indeksie 2 jest normalna.

Niech H < G oraz [G: H] = 2, czyli mamy tylko dwie warstwy. Wtedy, jesli h € H oraz g € G. Jedli g€ H,
to oczywiscie ghg™!. Zatem niech g € G\ H oraz zalézmy, ze ghg™' ¢ H, zatem ghg™' nalezy do jedynej
innej warstwy, czyli ghg™!' € gH, czyli istnieje h' € H, ze ghg™' = gh’, zatem hg~! = I/, wiec g=h""'he H,
co stanowi sprzecznosé.

. Wyznaczy¢ wszystkie podgrupy D,, ktore nie sa podgrupami normalnymi.

W D4 mamy osiem elementéw, zatem poza trywialnymi (a wiec tez zatem normalnymi) moga byé¢ pod-
grupy rzedu 2 i 4, czyli odpowiednio indeksu 4 i 2. W tym drugim przypadku sa one normalne na mocy
poprzedniego zadania, zatem interesuja nas tylko podgrupy rzedu 2. Zatem taka grupa H = {id,h}. Je-
§li jest normalna, to dla kazdego g mamy {g,gh} = {g, hg}, zatem h jest w centrum. Zatem wystarczy
rozwazy¢ h, ktore nie sa w centrum, a sg to w takim razie wszystkie cztery symetrie osiowe.
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Tle jest r6znych homomorfizméw z Zo @ Zo w Y37 A 2z Y3 w Zo & 757

Z Zo ® Zs w X3 nie moze byé¢ ,mono”, wigc jesli ten homomorfizm nie jest trywialny, musi Zo & Zo
przeprowadza¢ na jedna z trzech podgrup w Y3 generowanych przez symetrie osiowe. Zatem jadro jest
rzedu 2 i wybdr jedynego elementu w jadrze poza (0,0) definiuje taki homomorfizm — a kandydatéw za
kazdym razem jest trzech. Zatem nietrywialnych homomorfizméw jest 9 i jeden zerowy.

7 Y3 w Zo ® Zs? tez nie moze byé mono — jesli jest nietrywialny, to przeprowadza Y3 na jedna z trzech
podgrup rzedu 2. Zatem jadro jest rzedu 3 — jest jedna z dwdch podgrup takiego rzedu w X3 ({p) lub
(ep)), co juz definiuje caly homomorfizm, zatem jest ich 6 plus jeden zerowy.

. Niech G, = Zy, n e N~ {0,1}. Niech G = [T,eng0,13 Gn 0122 H = @penv 0,1y G- Jakiej mocy sa grupy G i

H? Czy grupy te sa torsyjne?

Moce odpowiednio przeliczalna i mocy continuum. Rzad (1,...) jest nieskoficzony, wigc G nie jest torsyjna.
Za to H jest, bo rzad kazdego elementu jest ograniczony przez iloczyn (skoficzonej) liczby miejsc, na
ktérych nie ma zera.

Wskaz izomorfizm Zioy ~ Z3 & Zg.

Zauwazamy, ze Zs ~ ((8) oraz Zg ~ (3). Zatem ¢:Zoy — Z3 ® Zs, 7z ¢(x) = (a,b), gdzie a i b sa resztami z
dzielenia odpowiednio przez 3 i 8 jest izomorfizmem — rzeczywiscie (3,8) = Zgoy oraz (3) n (8) = {0}.
Niech p bedzie liczbg pierwsza. Ile jest nieizomorficznych abelowych grup rzedu p?, p® oraz p*?

Mamy dwie grupy rzedu p?, bo p? = p-p oraz trzy rzedu p>, bo p® = p%-p = p--p oraz pieé¢ rzedu p*, bowiem
pt=p*p=p*-p*=p>-p-p=p-p-pp

Udowodnij, ze dla kazdego grupy G, [G,G] < G.

Zauwazmy, ze [z,y]™ = [y, z], wiec jesli h € [G,G], to h = [x1,91] ... [Tn,yn], dla pewnych x1,...,z,,
Y1,-..,Yn. Zatem dla g € G,

ghg ™' = glz1,y1lg  glao, y2lg o glan,ynlg Tt =

= l9z197" 99197 lgzag ™ gy297'] - (92097 9yng™'] € [GL G,
Niech G bedzie grupa. Udowodnij, ze relacja sprzezenia na G, zoy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g € G,
ze y = grg~! jest relacja réwnowaznosci.
Owszem, zox, bo o = 12171, Jedli woy, to y = g twg, wiec z = (¢71) " tyg™t, czyli yox. I w koncu, jedli zoy
oraz yoz, to z = h"*yh = h™lgtagh = (gh)*x(gh), wiec zoz.
Udowodnij, ze Z(G) = {z € G:|Cy| = 1}.
Rzeczywiscie, jesli € G, to dla kazdego g € G, xg = gz, czyli g"'zg = z, zatem C, = {x}. Z drugiej strony,
jedli |Cy| = 1, to O, = {x}, czyli dla kazdego g € G, g 'ag = x, czyli gr = xg.
Udowodnij, ze |Cy| = [G: Z({z})].

Niech H = Z({x}). Niech y = g"*xg dla pewnego g € G. Wtedy ¢g~! nalezy do pewnej wyznaczonej warstwy
kH. Czyli g~ = kh, dla pewnego h € H. W takim razie y = g'zg = kha(kh)™! = khah k™" = kxhh k7! =
khk~l. Dla dwoch elementéw z tej samej warstwy H otrzymujemy wiec ten sam element sprzezony, zatem
|C.| < [G: Z({x})]. Za to, jesli wezmiemy g,k nalezace do réznych warstw, czyli gk™' ¢ H (i k™'g ¢ H),
to oznacza, ze k~lgx # vk~lg, zatem gxg ' # kxk™!, czyli te dwa elementy daja rézne elementy sprzezone.



