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. Udowodnij, ze zbiér wszystkich elementow torsyjnych w grupie abelowej jest podgrupa.

Niech G bedzie grupa abelowa, oraz niech T bedzie zbiorem wszystkich jej elementéw torsyjnych. Zatem
1eT,boo(l)=1.JeSlia,beT, too(a)=n<ooiolb)=m<oo. Wtedy (ab)™™ = a™b™ =1 (skorzystaliSmy
tu z abelowoéci grupy). Zatem ab € T. Oczywiscie, skoro a € T i o(a) = n < oo to o(a™!) = n < oo, czyli
a™! e T takze.

. Udowodnij, ze {(a,a,a) € (Z2)> a € Zsy} jest podgrupa.

Rzeczywiscie sa w tym zbiorze dwa elementy (0,0,0) oraz (1,1,1). Mamy tez 1 = (1,1,1) € H, oraz
(0,0,0)+(0,0,0) = (0,0,0) € H, (0,0,0)+(1,1,1) =(1,1,1) e H, (1,1,1)+(1,1,1) = (0,0,0) € H i w korficu
~(0,0,0) = (0,0,0) € H, ~(1,1,1) = (1,1,1) ¢ H.

. Cgzy istnieje homomorfizm:

a) grupy Z* na grupe Q*?
Nie, bo Z = (1), wiec gdyby taki homomorfizm ¢ istnial, to Q = (p(1)), a wiadomo, ze Q nie jest
cykliczna, a nawet skonczenie generowana.

b) grupy Z{ na grupe Z3?
Tak o(a) to reszta z dzielenia a przez 3.

. Niech p bedzie liczba pierwsza, za$§ G grupa abelowa (bedziemy stosowaé notacje z +, 0, —a) oraz H) =

{geG:3,p"g=0}.

a) Wykaz, ze H, <G.
0 € Hy,, bo p?0 = 0. Jesli a,b € Hy, to dla pewnych n,m p™a =0 = p™b, zatem p"*™(a +b) = p™(p"a) +
p"(p™b) = 0+0 = 0 (tu aktywnie korzystamy z przemiennosci), czyli a + b € H,. Oczywiscie, skoro
pTa=0, to p"(-a) = -p"a =0, wiec —a € Hp.

b) Wykaz, ze dla dowolnego automorfizmu f:G — G, zachodzi f[H,] = H,.
Jesli a € Hy, to p"a = 0, w takim razie 0 = f(0) = f(p"a) = p" f(a), wiec f(a) € Hy. W druga strong,
jesli a € G oraz f(a) € Hp, to mamy n, ze 0 =p" f(a) = f(p"a). Ale skoro f jest automorfizmem, czyli
jest mono, to p"a =0, wigc a € Hp,.

. Rozstrzygnij, czy grupa Q*/Z* jest torsyjna.

Tak. Jedli ¢+ Z jest warstwa oraz ¢ = a/b, to b-(¢+7Z) =a+7Z =0+7Z, bowiem a € Z, wiec o(q+7Z) < b < oo.

. Niech p bedzie liczba pierwsza. Grupe skonczong G nazywamy p-grupa, jesli rzad grupy G jest potega

liczby p. Udowodnij, ze:

a) kazda podgrupa p-grupy jest p-grupa,
Jasne, bo rzad podgrupy dzieli rzad grupy, a jedynymi dzielnikami p™ sa liczby postaci p*.

b) kazdy obraz homomorficzny p-grupy jest p-grupa.
Niech ¢:G - H bedzie ,na” oraz G niech bedzie p-grupa. Wiemy, ze H ~ G/ ker ¢ oraz, ze |G/ ker ¢| =
[G : ker @] jest dzielnikiem |G.

. Skonstruowa¢ dwa rézne ciagi normalne grupy Z3%, dlugosci 3 i wyznaczyé faktory tych ciagdw.

Mamy {0} 94%Z04 2704 Q Zoy i faktory 4Zsy ~ Zg, 47:04)270y ~ Lo o127 Loy 2724 = Zoo.

Réwniez {0} < 6Zo4 43704 4 Loy 1 faktory 6Zo4 ~ Zy, 6Z24/3Z24 ~ 7 oraz Z24/3Z24 =7Z3.
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Udowodnij, ze grupa A,, jest generowana przez wszystkie cykle dtugosci 3.
Wystarczy zauwazyé, ze kazdy cykl o dtugosci nieparzystej da sie przedstawié jako ztozenie cykli dtugosci
3:
(11, -+ yi2ke1) = (i1, 42k, G2k41) © (i1, G282, 42%-1) © - . © (i1,14,15) © (71,72, 73)
oraz kazda para dwoch roztacznych cykli dlugosci parzystej takze:

(ila'”7i2k))(j17'~'aj2k:) =

= (Jak, J1,d2x) © (11,41, 42k ) © (J1, Jak—2; Jak-1) © - © (J1, 72, 3) © (41, 92k-2,92k-1) © - © (i1, 72, 72)-

. Niech G =((1,2,3),(1,2,3,4,5,6,7,8,9)) < 5. Wykaz, ze G # .

(1,2,3) oraz (1,2,3,4,5,6,7,8,9) to permutacje parzyste, wiec nie da si¢ z nich wygenerowa¢ permutacji
nieparzystej, np. (1,2) ¢ G.
Opisz centrum Z(D1o) grupy izometrii dziesieciokata foremnego.

Mamy Dig = {id, e, p, p,...,p" L, ep,ep?,...,ep" L}, gdzie p to obrét o 2m/n, a € to symetria wzgledem
jednej ustalonej osi. Zauwazmy, ze £2 = id, p" = id, epe = rho™!.

Oczywiécie id € Z(D1g). Ale tez ep’ = p~ie # pe, o ile i # 5. W takim przypadku p®ep® = £p%, wiec p° jest
w centrum.

Mamy tez pep’ = ep~tpt = ep'™t # ep'™t. Wiec Z(Dyp) = {id, p°}.

Udowodnié¢, ze kazda transpozycja jest ztozeniem nieparzyécie wiele transpozycji elementéw sasiednich.

Patrzymy na transpozycje (i,7), ¢ < j. I indukcja wzgledem j—i. Jedli j—i = 1, to juz. W kroku indukcyjnym
zaldzmy, ze umiemy tak zapisaé transpozycje (4,7 —1). Wtedy (¢,5) = (4,5-1)- (4 -1,7) - (4,5 = 1) tez jest
w takim razie takim zlozeniem.

Nastepujace permutacje przedstawié¢ jako ztozenie transpozycji:
a) (1’ 37 4? 2)7
(1,3,4,2) = (1,2) o (1,4) o (1,3).
b) (1,3,2,4).
(1,3,2,4) = (1,4) 0 (1,2) o (1,3).
Niech G bedzie grupa abelowa oraz H = {g € G:3,,m- g =0} oraz H, = {g € G:3,,p"¢ = 0}. Udowodnij, ze
H = ®pcp Hy, gdzie P to zbidr liczb pierwszych.

Przypomnijmy sobie, ze méwimy, ze grupa H jest suma prostg swoich podgrup H;, jesli:

] HiﬂHj:{O}, dlai#:j,
e H;<H,
e te podgrupy generuja H.

Sprawdzmy te warunki w przypadku grupy H i jej podgrup Hp, p € P.

e H,n H, ={0}, dla p # g, bowiem rzeczywiscie, jesli g € H, n Hy, to istnieja n,m, ze p"g = ¢™g = 0,
zatem o(g)|p™, o(g)|¢™, ale skoro p,q sa wzglednie pierwsze, to o(g) =1, czyli g = 0.

e H, 4 H, bow grupie abelowej kazda podgrupa jest normalna.

e te podgrupy generuja H. Sprawdzimy, ze jesli g € H oraz o(g) = r = p* - n, gdzie n i p sa wzglednie
pierwsze, to g = ago + bg1, gdzie go € Hy, oraz o(g1) = n. Rzeczywiscie, jesli zastosujemy ten fakt
indukcyjnie po 7, to dostaniemy, ze jedli g € H (zatem o(g) = 7 < oo, 7 = p¥l-. . .pFm ) to g = hy+.. .+l
gdzie h; € H,, zatem H jest generowane przez podgrupy H,, p € P. Fakt ten natomiast zachodzi,
poniewaz skoro p* i n sg wzglednie pierwsze, to istnieja a, b € Z, ze an+bp* = 1, zatem g = an-g+bp*-g,
zatem niech go = n-g € Hy,, poniewaz pFgo =0 oraz g = p* - g i mamy o(g1) = n.

Niech n > 0, oraz G niech bedzie grupa abelowa. Niech H" = {n - g:g € G}. Wykazaé, ze:

a) H™ jest grupa,
Oczywiscie 0 € H", Jedli a,be H", to a = ng,b = nh, wiec a =n(g+ h) (korzystajac z przemiennosci). I
w koncu —a = n(-a).



b) dla dowolnego automorfizmu f:G — G, zachodzi f[H"]=H".
Rzeczywiscie, jesli a € H", czyli a = ng, to f(a) =nf(g) € H". Jeli f(a) € H", czyli f(a) = ng, ale f
jest ,na”, wiec g = f(h), zatem f(a)=nf(h) = f(nh), a skoro f jest mono, to a = nh, wiec a € H".
15. Niech G =79 @ Zo @ 7g & Zg ® Zg ® L, ® Zi125 ® Z7. Opisz HQ, G/Hz, H25, G/H25.

Mamy 27, = {O}7 27.8 ~ Ly, 2709 = Ly, 205 = L, 2%195 = Loy oraz 247 = L. Zatem Hy ~ 74 ® Zg & Zg &
Zs ® Z125 @ Z7 oraz G/H2 =2 & Lo ® L.

Podobnie H? = Zo®Zo ®Zg® Lo ® Lg ® & Ls & L7 Oraz G/H25 =Zs &® ZLos.



