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. Udowodnij, ze w grupie jest tylko jeden element neutralny.

Niech Ve G g-1=g oraz g-e=g. Wtedy gl = ge, zatem g lgl=glge, czylil-1=1-¢, czyli 1 =e.

. Udowodnij, ze dla kazdego elementu g w grupie G jest tylko jeden element h, ze gh = 1.
zy=1, zy =1, czyli zy = zy/, czyli o tay = 7 2y, czyli y = y/'.

. Udowodnij, ze jesli g € G oraz o(g) < oo, to o(g) = n wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego k € N,
k_

g" =1< nlk.

=: niech k bedzie takie, ze g¥ = 1 oraz niech d = nwd(n,k) i d = 2n + yk, dla z,y € Z. Ale wtedy

=d(g™)® - (¢*)¥ = 1. Zatem d > n, czyli d = n, czyli n|k. Przeciwnie, jesli n|k, to oczywiicie g¥ = 1.

<: Niech m bedzie najmniejsza liczba taka, ze ¢™ = 1. Wtedy n|m, zatem n < m. Z drugiej strony n|n,
wige g™ =1, wigc m < n. Zatem n =m = o(g).

. Napisz tabliczke mnozenia grupy izometrii tréjkata réwnobocznego.

Tréjkat réwnoboczny ma nastepujace izometrie: identyczno$é 4, obrét 60° w prawo op, obrét 60° w lewo
o;, symetria wzgledem prostej przechodzacej przez kazdy z wierzcholkéow sq, so, s3 (uméwmy sie, ze
wierzcholki ponumerujemy od lewego dolnego zgodnie ze wskazéwkami zegara).

Dostajemy taka tabelke:
V= |1 o, 0 51 83 83
(3 (3 Op O] S1 SS9 S3
Op Op O] (3 S22 S3 81
] 0 1 Op 83 S1 S2
S1 S1 83 S2 i 0O 0p
So Sy 81 83 Op 1 0O
S3 $3 82 81 O 0p U

. Udowodnij, ze jesli G, H to grupy, a ¢:G — H to homomorfizm, oraz g € G, to o(¢(g))|o(g).
Rzeczywiscie, jesli g™ = 1, to p(g"™) = (¢(g))™ = 1, zatem teza wynika z zadania 3.

. Niech g € G oraz o(g) = n. Udowodnij, ze o(g"*) = m.

Niech d = nwd(n, k) oraz n = dm, k = dl. Zauwaz, ze m i | sa wzglednie pierwsze. Mamy (g¥)™ = g4™ =
g™ =1, zatem o(g*)|m, czyli o(g*) <m. Za to jedli (¢*)" = 1, to n|kr, zatem md|dir, czyli m|lr. Ale skoro
m i1 sa wzglednie pierwsze, to m|r, czyli m < r, zatem o(g*) = m.

. Udowodnij, ze jesli H < G, to kazde warstwa H jest réwnoliczna z H.

Oczywiscie f(h) = gh jest bijekcja f: H — gH.

. Wypisz tabliczke dziatania w grupie addytywnej i w grupie multiplikatywnej pierscienia Zg.

Grupa addytywna to Zg = {0,1,2,3,4,5} z + i elementem neutralnym 0 i tabelka:
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l+=-]0 1 2 3 4 5
0 01 2 3 45
1 1 2 3 450
2 2 3 4 5 01
3 34 5 0 1 2
4 4 5 01 2 3
) 5 01 2 3 4

natomiast grupa multiplikatywna U(Zg) sktada sie tylko z elementéw odwracalnych {1,5}.
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. Udowodnij, ze jedli g,h € G, to (gh)™t =h7tg~t.

Owszem ghh™tgt =glgt=gg7' = 1.

Udowodnij, ze kazda grupa skoinczona jest torsyjna.

Niech g € G. Skoro grupa jest skonczona, to dla pewnych n,m, g™ = ¢”*. Niech m > n. Wtedy ¢ " = 1.
Udowodnij Twierdzenie Lagrange’a, ktére méwi ze jesli |G| < oo oraz H < G, to |G| = |H|-[G: H].
Wynika to od razu z zadania 7.

Udowodnij, ze jesli H < G oraz pewne dwa elementy wsréd x,y, xy naleza do H, to trzeci tez.

Rzeczywiscie, oczywiscie, jedli x,y € H, to xy € H. Jedli z,ay € H, to ™% € H, wiec y = 27 'ay € H i
podobnie w trzecim przypadku.

Udowodnij, ze homomorfizm ¢:G — H jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker ¢ = {1}.

= jest jasne. <: Niech ¢(g) = ©(g'). Wtedy ©(g9g"!) = ©(g)((g'))! = 1, zatem gg'~! € ker . Zatem
99"t =1, wiec g =g,

Udowodnij, ze jesli ¢:G - H jest homomorfizmem, to |imep| = [G : ker ¢].
() = p(y) wtedy i tylko wtedy, gdy ™1y € ker ¢, wtedy i tylko wtedy, gdy x ker ¢ = y ker .

Niech g € G. Wtedy niech ¢,:G - G bedzie zadane wzorem ¢4(x) = g-'zg. Udowodnij, ze H < G wtedy i
tylko wtedy gdy dla kazdego g € G, p4[H]| < H.

=: jasne. <: Niech h € H, g € G. Trzeba pokazaé, ze H ¢ gHg™!.

h=(g99 " )h(gg™") =g(g ' hg)g™",

ale g"'hg € H, zatem h e gHg "



