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. Wyznacz liczbe nieizomorficznych grup abelowych rzedu 36 oraz 100.

36 = 22.32%. Zatem G = P, ® P,, gdzie |Py| = 4, |Ps| = 9, mamy P, = Zy ® Zy lub P, = Z, i podobnie
Py =735 ®Z3 lub P, = Zg. Razem cztery mozliwosci.

10022553 Gzpl@PQ, gdzie |P1|:8, |P2| =125, mamy Py =79®7Zo®Zo lub Py =74 ®7Zs lub P, =Zs.
I podobnie Py, =75® 75 ®7Zs5 lub Py = Zos & Zs lub Py = Z55.

. Wyznaczy¢ komutant grup X3 oraz As.

Zauwazmy, ze |X3/As| = 2, zatem X3/A3 ~ Zs jest abelowa. W takim razie [X3,¥3] € Az. Zauwazmy,
jeszcze, ze grupa As sklada sie z cykli dlugosci 3 (i ideantycznosci) i kazdy taki cykl jest jest komutatorem,
mianowicie (a,b,c) = [(a,b), (a,c)]. Zatem [X3,%23] = A3. Drugie spostrzezenie jest takie, ze Aj jest juz
grupa abelowa, wiec [As, Az] = {id}.

. Sprawdz, ze permutacje « = (2,7)(5,8)(1,6,3),(4,11,10,9) oraz 5 = (1,3)(4,6)(2,5,8)(10,9,11,7), a, B €
311 s§ sprzezone.

Rzeczywiscie, niech
(2 7 5 8 1 6 3 4 11 10 9
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. 0 9 11 7):(1,2)(3,8,6,5,4,10,11,9,7)

ma te ceche, ze B=v"toaon.

. Opisz moce klas elementéw sprzezonych oraz centralizatoréw poszczegdlnych elementow w Xs.

Wszystkie transpozycje sa sprzezone z (1,2) i ich liczba jest réwna (g) = 10. Zatem centralizator
120
[Z({(1,2)D)] = [55]/10 = = = 12.

Rzeczywiscie, widaé, ze Z({(1,2)}) =((1,2),(3,4),(3,5)) i jest to grupa rzedu 12.

Wszystkie cykle dtugosci 3 sa sprzezone z (1,2, 3) i ich liczba jest réwna (2)2 =20. Zatem |Z({(1,2,3)})| =
25]/20 = £20 = 6. Rzeczywidcie, widad, ze Z({(1,2,3)}) = ((1,2,3),(4,5)) i jest to grupa rzedu 6.

Cykle dtugosci cztery sa sprzezone z (1,2,3,4) i ich liczba jest réwna 5-3! = 30. Zatem |Z({(1,2,3,4)})| =
120/30 = 4 i rzeczywiscie, to po prostu grupa ((1,2,3,4)).

Cykle dlugosci pieé sa sprzezone z (1,2,3,4,5) i ich liczba jest réwna 4! = 30. Zatem |Z({(1,2,3,4,5)})| =
120/24 =5 i rzeczywiscie, to po prostu grupa ((1,2,3,4,5)).

Toczyny dwéch rozlacznych transpozycji sa wszystkie sprzezone z (1,2)(3,4) i jest ich 5- (3) =15. Zatem
|Z({(1,2)(3,4)})] = 120/15 = 8. Mozna sprawdzié, ze

Z({(1,2)(3,4)}) = ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,3, 2,4)(

i ta grupa jest wtasnie rzedu 8.

W koticu iloczyn roztacznych transpozycji i cyklu dlugosci 3 jest sprzezony zawsze z (1,2)(3,4,5). Jest ich
tyle, co cykli dtugosci 3, czyli 20. Zatem |Z({(1,2,3)(4,5)})| = |X5|/20 = % =6, a wiec to jest po prostu
grupa cykliczna ((1,2), (3,4,5)).
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Jaka jest liczba klas elementow sprzezonych do elementéw rzedu 2 w grupie S,7 Jakie sa moce takich
klas?

Takie elementy to te permutacje, ktore rozkladaja sie na roztaczne transpozycji. Dla ustalonej liczby tych
transpozycji mamy permutacje, ktére beda ze soba sprzezone. Zatem takich klas jest | % |.

Jesli permutacja rozklada sie na k rozlacznych cykli, to liczba elementéw z nia sprzezonych (permutacji
rozkladajacych sie na k transpozycji) wynosi
(n-k)-...-(n-2k+1)
2k '

. Wykaz, ze jesli grupa G dziala na zbiorze X i x € X to stabilizator G, jest podgrupa grupy G.

Jasne, bo jesli g(x) = x oraz h(z) =z, to h(g(x)) = x, wiec hg € G;. Podobnie, 1 € G, bo 1(z) =1iw
koncu, jedli g(z) = x, to g7 (x) = z.

. Wykaz, ze jesli grupa G dziala na zbiorze X iz € X, to |G(z)| =[G : G.].

Zauwazmy, ze g(z) = h(z) wtedy i tylko wtedy, gdy g(h™*(x)) = z, zatem wtedy i tylko wtedy, gdy
gh ! € Gy, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy gGs = hG,. Zatem warstw stabilizatora jest tyle samo, co
punktéw orbity.

. Wykaz, ze jedli X jest skohiczonym zbiorem, a G dziata na X oraz |G| = p* dla pewnej liczby pierwszej p,

to moc zbioru punktéw statych |X¢| daje te sama reszte z dzielenia przez p, co |X]|.

Suma dlugosci orbit jednoelementowych jest réwna mocy | X G|, za to moc kazdej innej orbity jest podzielna
przez p na mocy twierdzenia Lagrange’a, a X jest suma teoriomnogosciowa wszystkich swoich orbit.

. Udowodnij twierdzenie Cauchy’ego, ktére stanowi, ze jesli G jest skonczona oraz p jest liczba pierwsza i

dzielnikiem rzedu grupy G, to w G istnieje element rzedu p.

Niech X = {(g1,...,9,) € GP:g1 ...+ g, = 1}. Zbiér X ma |G[P™! elementéw, w szczegdlnoéci ma moc
podzielng przez p. Rozwazmy dzialanie grupy Xy na zbiorze X. Niech f € ¥x takie, ze f((g1,...,9p)) =
(9p,91,---,9p-1). Oczywidcie o( f) = p, zatem (f) ~ Z,. Zauwazamy tez, ze

XD ={(g,...,9) eGx...xG:gP =1},

ale w takim razie na mocy poprzedniego zadania, |X{/)| dzieli sie z tg sama reszta przez p, co |X|. Ale
|X<f>| jest niepusty, wiec musi mieé co najmniej p elementéw, w tym p — 1 réznych od (1,1,...,1). Skoro
jednak g # 1 oraz gP = 11 p jest pierwsza, to o(q) = p.

Niech X bedzie zbiorem wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru wierzchotkéw n-kata foremnego.
Grupa D,, w spos6b naturalny dziata na X. Ile orbit wyznacza to dziatanie i jakie sa ich moce?

Niech {u,v} € X. Jedli u, v to nie sa wierzcholki przeciwlegte, to do Gu,v) nalezy identycznos¢ oraz
symetria osiowa o osi prostopadlej do uv. Jesli sa one przeciwlegle to dodatkowo jeszcze obrét o m oraz
symetria osiowa wzgledem osi wv. Czyli w pierwszym przypadku moc stabilizatora to 2, a w drugim
4. Zatem moc orbit to odpowiednio |D,|/2 = 2n/2 = n oraz |D,|/4 = 2n/4 = n/2 (ten przypadek moze
zachodzié¢ tylko, gdy n jest parzyste).

Zatem jesli n jest nieparzyste, to wszystkie orbity maja po n elementéw, wiec jest ich % = "T_l Jesli n jest
parzyste, to mamy jedna orbite drugiego typu — zawiera ona wszystkie pary przeciwleglych wierzchotkéw.

Pozostale (g) —nonl) no o n(n22) oementéw jest podzielona na orbity o mocy n, ktérych w takim

2 2 2 2
razie jest ”7_2, czyli razem mamy tu ”7_2 +1 =7 orbit.

Skorzystaj z twierdzenia Cauchy’ego, aby pokazaé, ze kazda grupa rzedu 6 jest izomorficzna z grupa Zg
lub z grupa Ds.

Jesli w grupie G istnieje element rzedu 6, to G ~ Zg. Zalézmy wiec, ze taki element nie istnieje. Z
twierdzenia Cauchy’ego wynika, ze w kazdej takiej grupie jest element rzedu 2, nazwijmy go a, oraz
element rzedu 3, nazwijmy go b. Mamy tez rézny od tych element b~ = b? réwniez rzedu 3. Zauwazmy, ze
{(a,b) ma rzad 6, wiec generuje cala grupe G. Mamy zatem dwa elementy rézne od siebie i od poprzednich,
ab i ab®. ba musi byé réwny ktéremus z nich. Jedli ba = ab, to abab = baab = b?, czyli ab jest rzedu 6, a
zatem ba = ab®. Ale wtedy a ~ €, b+~ p jest izomorfizmem.
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Czy istnieje dzialanie grupy Dg na zbiorze siedmioelementowym, ktére ma

a) dokladnie 2 orbity?
b) dokladnie 2 orbity, ale bez punktéw statych.

Jak podzielimy ten zbiér na orbity to ich moce musza sie sumowaé do liczby elementéw, czyli 7, ale kazda
z nich musi by¢ dzielnikiem rzedu grupy, czyli 12. 7 =1+ 6 — i mozna sobie to dzialanie wyobrazi¢ w ten
sposob, ze z tych 6 punktéw tworzymy szeSciokat, a sidédmy jest jego Srodkiem, wiec pozostaje staly przy
wszystkich izometriach. Czyli na pierwsze pytanie odpowiedz jest pozytywna.

Jest tylko jeden podzial liczby 7 na dwa dzielniki liczby 12 rézne od 1, czyli 7 = 3 + 4. Niech X =
{{1,3},{2,4},{3,6},(1,3,5),(2,4,6),(5,3,1),(6,4,2) }, czyli zbiér zlozony z dwdch czesci — dwuelemen-
towych zbioréw przeciwlegltych wierzchotkéw oraz cykli co dwa wierzcholki w obu orientacjach. Oba te
podzbiory daja swoja pojedyncza orbite w naturalnym dzialaniu Dg (traktujemy liczby 1,2,3,4,5,6 jako
kolejne wierzcholki szesciokata foremnego.

Czy istnieje dzialanie grupy o rzedzie 27 na zbiorze 35-elementowym, ktére nie ma punktow statych.

Dzielnikami > 1 liczby 27 sa 3, 9 i 27. Ale 35 nie dzieli si¢ przez 3, czyli nie da sie zapisaé¢ jako suma
takich dzielnikéw (a moc kazdej orbity jest dzielnikiem rzedu grupy). Zatem musi byé orbita o mocy 1,
czyli punkt staly.

Podaé¢ przyklad dzialania grupy Zg na zbiorze n-elementowym dla 2 < n < 11 bez punktéw statych.
Wskazéwka: rozwaz permutacje: o = (1,2)(3,4)(5,6,7)(8,9,10,11,12,13) € X13.

Mamy o(c) = 6, wiec G = (o) ~ Zg. Wystarczy zatem, ze bedziemy mysle¢ nad dzialaniem grupy G.
Dziala ona bez punktéw statych na zbiorach: {1,2}, {5,6,7}, {1,2,3,4}, {1,2,5,6,7}, {8,9,10,11,12,13},
(1,2,3,4,5,6,7}, {1,2,8,9,10,11,12,13}, {5,6,7,8,9,10,11,12,13},  {1,2,3,4,8,9,10,11,12, 13},
(3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13}.



