Matematyka dla Wydziatu Geologii, semestr 2., 2019/2020
¢wiczenia 1. — rozwigzania

19 lub 20 lutego 2020

1. Sprawdz korzystajac z definicji granicy funkcji Heinego, ze lim,_3 22 = 9.

Z definicji Heinego: rzeczywiscie, jesli x,, - 3, to z twierdzenia o arytmetyce granic, x,, -z, - 9. O
2. Oblicz, o ile istnieja, granice funkcji:

a) limg_ oo (\/9c2 +1- a:)

( x2+1—x)(\/m2+1+sc) 1
il N S Viies

Na podstawie arytmetyki granic, mianownik zbiega przy = — co do oo, wiec calos¢ do zera.

23 -1

b) limqu

-1

Poniewaz liczymy granice dla  — 1, to wygodnie bedzie wyciagnaé z licznika x — 1, czyli:
3 -1 _ (22 +z+1)(z-1) 133,
z-1 z-1

o+ 523 + 1122 + 167 + 12

3 + 1622 + 52z + 48
Widaé, ze —2 jest pierwiastkiem i licznika i mianownika, a zatem wyciagamy przed nawias (z + 2):

c) lim,,_o

a*+52% + 1122 + 162+ 12 (2 +2)(2® +322 + 52 +6) 23 +32>+52+6

2341622+ 520 +48 (v +2)(a2+14x+24) 22+ 14z +24
Poniewaz nadal -2 jest pierwiastkiem, to wyciagamy przed nawias (z + 2) ponownie:
2 +32% +52+6 a2°+327+52+6 (v+2)(a’+x+3) aP+x+3 -1
22+ Mz +24 22+ ldz+24  (z+2)(z+12)  z+12 23700
1 3
d) liqu_l hl \/E

1+ ¥z
Skorzystam z podstawienia y(x) = */z. Zauwazmy, ze jesli x - -1, to y > -1, co wiecej y = —1 wtedy
i tylko wtedy, gdy « = —1. a zatem:

1+ ¥y 1+qP (D@ -yt -y +1) ooyt +yP-y+l 5
lim = lim = li =1i =—.
a>-11+ 3x y>-11+9y3 y--1 (y+ D) (y?2-y+1) y—-1 y2-y+1 3

3. Zbadaj ciaglos¢ nastepujacych funkcji:

a) y(z) = |z -2
Ta funkcja jest ciagla wszedzie. Jedyna watpliwosé mégtby budzié punkt x = 2, ale lim,_o+ |z — 2| =
lim,_o+ x =2 = 0 oraz lim,_,o- |x — 2| = lim, o+ —x + 2 = 0, zatem lim, 5|z - 2| =0 = f(2).
T sin %7 z+0

b)f@ﬂ:{a e

Nie budzi watpliwosci, ze ta funkcja jest ciagla poza punktem x = 0. Ale jest ciggla takze w punkcie x =
0, bowiem jesli z,, — 0, to ciag z, sin i jest iloczynem ciagu zbieznego do zera i ciggu ograniczonego,
a zatem calo$é jest zbiezna do zera. Zatem z def. Heinego, lim,_¢ f(2) = 0 = f(0). Zatem ta funkcja
jest ciagla.



c) g(x) =z - |z]
Ta funkcja generuje czesé utamkows liczby. Zatem jesli z € [n,n+1) dlan € Z, to g(x) = x—n jest ciagla
wewnatrz tego przedziatu. Jedyne miejsca, w ktorych moze by¢ nieciagla, to x catkowite. I rzeczywiscie,
jesli z € Z, to lim, .+ g(x) =x -2 =0, ale lim,,.- g(x) =x - (2 - 1) = 1, czyli ta funkcja nie ma granicy
w punktach calkowitych i zatem nie jest ciagta w tych punktach.

d) h(z) = {fx i;g

Ta funkcja jest ciagta w punkcie x = 0. Bowiem jesli z,, - 0, to —|x,| < h(z,) < |2,|, wiec z twierdzenia
o trzech ciagach h(z,) — 0, a zatem lim,_o h(z) = 0 = h(0).
Nie jest natomiast ciagta dla = # 0.

. Zbadaj ciaglos¢ nastepujacych funkcji:

a) f(z)=[z]
Oczywiscie f jest ciagla dla € R\ Z, bowiem dla x € (z,z+ 1), z € Z, mamy f(z) = z. Tymczasem,
jesli w punkcie z € Z mamy
lim f(z)=lim(z2-1)=2-1
r—z rT—>z
oraz
lim f(z) = lim z =z,
r—>z r—z
czyli granice jednostronne sg rézne. f nie ma w punktach catkowitych granicy, zatem tez nie jest ciagta.
b) g(z) = z[x]
Oczywiscie f jest ciagta dla x € R\NZ, bowiem dla x € (z,z+1), z € Z, mamy f(x) = z(z+1). Tymczasem,

jedli w punkcie z € Z mamy lim, .- f(2) = lim,_,.- 72 = 2% oraz lim,_.+ f(x) = lim,_.+ 2(2+1) = 2% + 2,

czyli granice jednostronne sa rézne dla kazdego z # 0. f nie ma w niezerowych punktach catkowitych
granicy, zatem tez nie jest w nich ciagta. Natomiast dla z = 0, mamy 22 = 22 + 2, zatem f ma granice
w zerze 1 ta granica wynosi zero, tyle, co f(0). Zatem f jest ciagla w punkcie 0.
. Udowodnij, ze wielomian 22° — 32® + 2 + 4 ma w przedziale (-2,1) co najmniej jeden pierwiastek.
Zauwazmy, ze w(-2) = -64+24+4+4=-32<0oraz w(l) =2-3+1+4 =4>0, a zatem z wlasnosci
Darboux istnieje x € (-2,1), ze w(z) =0. O
. Wykaz, ze réwnanie tgx = x ma nieskoniczenie wiele rozwiazan.
Rzeczywiscie, funkcja h(z) = tgx — x jest ciagla na kazdym przedziale

(-7/2 + km; /2 + k)
oraz

lim tgzr=-o00
-7 /2+kmt

i limy,_r/o4kr- tg2 = +00, zatem w kazdym takim przedziale istnieja punkty zo, 21, ze f(x0) <0< f(x1),
a zatem z wlasnosci Darboux wynika teza.

. Naszkicowa¢ wykres funkcji okreslonej wzorem

f(z)=1lim ¥V1+z" 220.

Dla0<z <1 mamy 1< {/1+z™< /2. Ale poniewaz lim,,_, o Y2 = 1, to z twierdzenia o trzech ciggach,
w tym przypadku lim,, .. V1+2x" =1.

Dlaz > 1mamy z < V1 +x" < {227 = /22, wiec znowu z twierdzenia o trzech ciagach, lim,, . V1 + 2" =

x. Zatem
1, 0<z<1,
f(z) ={ :
z, x>1






