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. Udowodnij, ze jesli P jest dziedzing euklidesowa, i p € P to N(p) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p jest

odwracalny.

. Oblicz nwd(1 + 54,1 + 3i) w Z[i] oraz liczby x,y € Z[i] takie, ze x(1 +5i) + y(1 + 3i) = nwd (1 + 54,1 + 31).
. Zmajdz nwd(z% + 2+ 1,2% + x + 1) w pierscieniu Zs[x].
. Wykaz, ze Z[i\/7] nie jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu.

. Niech P bedzie dziedzina z jednoznaczno$cig rozkladu. Wielomian f = a,z™ + ... + ap nazywamy wielo-

mianem pierwotnym, jesli jego wspdlczynniki sa wzglednie pierwsze, czyli 1 ~ nwd(ayo,...,a,). Wykaz, ze
kazdy wielomian f € P[x] mozna przedstawié jako a- g, gdzie z € P (zwane zawartoscia f), a g jest wielo-
mianem pierwotnym. Ponadto to przedstawienie jest jednoznaczne, tzn, jesli z, 2’ € P, a g, g’ to wielomiany
plerwotne i zg = 2'¢’, to z ~ 2’ (w P) oraz g ~ ¢’ (w P[x]).

. Udowodnij, ze Z[v/2] jest dziedzina euklidesows.
. Zbadaj, czy wielomian 22° + 4% + 12z + 4 jest rozktadalny w kazdym z pierécieni: C[z], R[z], Q[x] i Z[x].

. Niech P bedzie dziedzing euklidesowa z norma N oraz x,y € P.

a) Zbadaj, czy jesli x ~ y, to N(z) = N(y)?
b) Zbadaj, czy jesli N(z) = N(y), to = ~ y?

. Udowodnij, ze jesli wielomiany f oraz g sa pierwotne w P[z], gdzie P jest dziedzina z jednoznacznoscia

rozkladu i stowarzyszone w K[z], gdzie K jest cialem ulamkdéw pierécienia P, to wielomiany f i g sa
stowarzyszone w P[x].

Zbadaj, czy pierscien P = R[z?, 23] = lin{z4"*3™ n,m, e N} jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu.
Wykaz, ze R[x]/((x + 1)x) zawiera niezerowe dzielniki zera, ale nie zawiera elementéw nilpotentnych.
Niech P = Z[i\/5]. Wykaz, ze:

a) ideal (3 +i\/5)P + 4P nie jest gléwny.
b) ideat (3 +4\/5)P + 3P jest gléwny.

Udowodnij, ze jesli P jest dziedzing z jednoznacznoscia rozkladu, to iloczyn skonczonej liczby wielomianéw
pierwotnych w P[z] jest wielomianem pierwotnym.



