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. Udowodnij, ze jesli P jest dziedzing euklidesowa, i p € P to N(p) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p jest
odwracalny.

Rzeczywiscie, jesli p jest odwracalny, to pg = 1, wiec N(p)N(q) =1, czyli N(p) = N(q) = 1.

Z drugiej strony, jesli N(p) =1, to p #0, czyli dla kazdego a € P istnieja q,r, ze a =pg+7r 1 N(r) < N(p).
Wezmy a = 1. Czyli 1 =pq +r, ale w takim razie N(r) < 1, czyli N(r) =0, a wigc r = 0.

. Oblicz nwd(1 + 54,1 + 37) w Z[i] oraz liczby x,y € Z[i] takie, ze x(1 +57) + y(1 + 3i) = nwd (1 + 57,1 + 37).

Mamy 52 = 8+ 1i wiec 1+5i = 2(1+3i) - 1—d. 133 = -2 -4, wiec 1+3i = (-2 -i)(-1-4) + 0, zatem

nwd(1 +52,1+3i) ~ -1 —i~1+4.

1+i=2(1+3i)-1-(1+5i).

. Zmajdz nwd(z% + 2+ 1,2% + x + 1) w pierscieniu Zs[x].
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rr+l=(2t+3+r+1) (22 +2+ 1)+, 22 +2+1=(z+1)x+1, x = 1-2+0, zatem szukany dzielnik to 1.

. Wykaz, ze Z[i\/7] nie jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu.
8=2-2-2=(1+i/7)(1-iV/7).

SprawdzZmy jeszcze, ze te elementy sa nierozktadalne. Zakladajac, ze

2= (a+biV7)(c+diVT),
wiec

4= (a®+70*)(c? + 7d?),
ale nie moze by¢, zeby ktorykolwiek z tych nawiasow byl réwny 2. Podobnie

(1£iV7) = (a+bivVT)(c+ divT),

8= (a® +70*)(c? + 7d?),
ale zaden z tych nawiaséw nie moze by¢ réwny 2, wiec ktéry$ musi by¢ réwny 1.
Skoro te rozktad maja rézng liczbe elementéw, to sa rézne.
. Niech P bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu. Wielomian f = a,2™ + ... + ag nazywamy wielo-
mianem pierwotnym, jesli jego wspélezynniki sa wzglednie pierwsze, czyli 1 ~ nwd(ag,...,a,). Wykaz, ze
kazdy wielomian f € P[x] mozna przedstawi¢ jako a- g, gdzie z € P (zwane zawartoscia f), a g jest wielo-

mianem pierwotnym. Ponadto to przedstawienie jest jednoznaczne, tzn, jesli z, 2" € P, a g, g’ to wielomiany
pierwotne i zg = 2'¢g’, to z ~ 2’ (w P) oraz g ~ g' (w P[x]).

Niech z =nwd(ao, ..., a,). Wtedy niech b;-z = a; oraz g = b,a™ +...+bg. Jest jasne, ze nwd(by,,...,bg) ~ 1.
Jesli natomiast zg = 2’¢g’, to zaréwno z, jak i 2’ to nwd wspdlezynnikéw tego wielomianu. Zatem z ~ 2’, co
pokazuje, ze wspdlczynniki, a zatem i same wielomiany sa stowarzyszone.

. Udowodnij, ze Z[\/2] jest dziedzing euklidesows.

Rozwazmy norme N (a +bv/2) = |a? - 2b%|. To jest norma, bowiem a? — 2b% = 0, wtedy i tylko gdy a=b=0
(oczywiscie a,b € Z). Co wiecej

N(a+bV2)N(c+dv2) =|(a? - 2b*) (% - 2d2)| = |a%® - 2a2d? - 2% 2 + 4b%d2|.
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N((a+bV/2)(c+dV2)) = N(ac+2bd + (ad + be)V/2) = |ac? + 4b2d* - 2a%d? - 2b%E?|
— zgadza sie.
Dowiedzmy, ze jest euklidesowa. Niech = a+bv/2 oraz y = c+dv/2. Wobec tego niech % = e+ f\/2eQ[V2].
Niech ¢’, f € Z beda takie, ze |e — €/| < 1/2 oraz |f — f'| < 1/2. Niech z = e + f\/2 oraz r = x — yz. Zatem
r=y(e' + f'\/2-e—- f\/2), zatem

N(@r)=N@)N( + f'N2-e—- fV/2) < N(y)[1/4-2-1/4] < N().

. Zbadaj, czy wielomian 22° + 4% + 12z + 4 jest rozktadalny w kazdym z pierécieni: C[z], R[z], Q[x] i Z[x].

Oczywiscie jest rozkladalny nad C, bo to cialo algebraicznie domknigte. Ma pierwiastek rzeczywisty, bo
jest nieparzystego stopnia, wiec jest rozktadalny nad R. Jest tez rozkladalny nad Z, bo 2z° +4x* + 122 +4 =
2(z% +22* + 62 +4) — nad Z 2 jest nieodwracalne.

Pozostaje Q. Ten wielomian jest rozkladalny wtedy i tylko wtedy, gdy rozkladalny jest wielomian z® +
224 + 62 + 2. On za to nie jest rozkladalny z kryterium Eisensteina dla p = 2.

. Niech P bedzie dziedzina euklidesowa z norma N oraz x,y € P.

a) Zbadaj, czy jesli x ~ y, to N(z) = N(y)?
Tak, bo norma elementu odwracalnego jest réwna zawsze 1. Rzeczywiscie, skoro N(1) = 1, a skoro
ab=1, czyli N(a)N(b) =1, to N(a) = N(b) = 1.

b) Zbadaj, czy jesli N(z) = N(y), to = ~ y?
Nie, np. w Z[i], N(5) =25 = N(3+41), ale 5 1 3+4i nie sa stowarzyszone, bo gdyby byly, to 5(a+bi) =
(3+44), zatem 25(a?+b%) = 25, ale ani dlaa = 1,b = 0, ani dla a = 0,b = 1 nie dostajemy 5(a+bi) = (3+4).

. Udowodnij, ze jesli wielomiany f oraz g sa pierwotne w P[z], gdzie P jest dziedzina z jednoznacznoscia

rozkladu i stowarzyszone w K[z], gdzie K jest cialem ulamkéw pierécienia P, to wielomiany f i g sa
stowarzyszone w P[x].

Skoro wielomiany f, g sa stowarzyszone w K[z], to istnieja a,b e P, ze f = ab™'g, czyli bf = ag, ale skoro
f i g byly pierwotne, to b~ a, a f i g sa stowarzyszone w P[z].

Zbadaj, czy pierscien P = R[z*, 2] = lin{z*"*3™ n,m,e N} jest dziedzina z jednoznacznodcia rozkladu.
Jasne jest, ze 23 i * sa nierozkladalne, ale 212 = 32323 .23 = 2% 2* . 2% s3 dwoma réznymi rozkladami,

bo maja rézna liczbe elementéow. Wigc to nie jest dziedzina z jednoznacznodcig rozktadu.

Wykaz, ze R[z]/((z + 1)x) zawiera niezerowe dzielniki zera, ale nie zawiera elementéw nilpotentnych.
Niech I = ((x + 1)x)Mamy (z+I)((x+1)+ 1) =0+ I. Oczywiscie, z,z + 1 ¢ I, wiec te dwie warstwy sg
niezerowe, czyli s niezerowymi dzielnikami zera.

Zalézmy teraz, ze w™ € I, czyli w™ = v((z + 1)x), to oznacza, ze w ma pierwiastki 0 i 1, a zatem w € I,
czyli warstwa w + I jest zerowa. Zatem nie ma niezerowych elementéw nilpotentnych.

Niech P = Z[i\/5]. Wykaz, ze:

a) ideal (3 +i\/5)P + 4P nie jest gléwny.
Jesli (3 +1iv/5),4 € (a+biv/5), to (3+iV5) = (a + biv/5)(c + din/5G), zatem 14 = (a® + 5b)(c? + 5d?).
Zaden z tych nawiaséw nie moze by¢ rowny 2, zatem a =1, b=0 lub a = 3, b = 1. Pierwszy przypadek
nas nie interesuje, bo 1 ¢ (3 + i\/5,4). Rzeczywiscie, jest tak, bo kwadrat modulu kazdej liczby w
(3+1iV/5,4) jest podzielny przez 2. Zakltadajac drugi przypadek mamy 4 = (3 +iv/5)(e + fiv/5), zatem
16 = 14(e? + 5f?), co daje sprzecznosé.

b) ideal (3 +iV/5)P + 3P jest gléwny.
Rzeczywiscie, (3 +4v/5,3) = (1), bowiem 1 = ((3+1iv/5) —3)?+2-3.

Udowodnij, ze jesli P jest dziedzing z jednoznacznoscig rozkladu, to iloczyn skonczonej liczby wielomianéw

pierwotnych w P[x] jest wielomianem pierwotnym.

Zalézmy, ze f, g sa pierwotne, a fg juz nie. Wtedy istnieje p nierozkladalny, ktéry dzieli wszystkie wspol-
czynniki fg, ale nie dzieli wszystkich wspétczynnikéw f, ani wszystkich wspétczynnikéw g. Niech a4 oraz



b, beda niepodzielnymi przez p wspodlczynnikami o najmniejszych wskaznikach w wielomianach f i g.
Zatem wspolczynnik przy 4" w wielomianie fg, jest réwny

aobq_H_ +...+ a,q+rbo

Skoro p nie dzieli a4 i nie dzieli b, to nie dzieli a.b, (z jednoznacznosci rozkladu). Za to dzieli kazdy
skladnik z tego wyrazenia na prawo i na lewo od a4b, i cale wyrazenie — co jest sprzecznoscia.



