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. Rozstrzygnij, ktére z wielomianéw: 1,z + 1, xy, xz + 2, yz + y naleza do ideatu (z +1,y) 4 Q[z,y, 2]

Zauwazmy, ze jesli w e (z +1,y), to
w=(azx+by+cz+d)(z+1)+(pr+qu+rz+s)y = az®+(b+p)ry+qy’ +cxz+ryz+(d+a)z+(b+s)y+cz+d.

Wiec aby w =1, a=01d =1, ale wtedy mamy wyraz (d + a)x = x, wiec nie jest to mozliwe 1 ¢ (z + 1,y).

Oczywiscie, x+1 € (z+1,y), zz+z=z2(x+1) e (z+1,y), 2y =0(z+1)+x-y oraz yz+y = y(z+1) € (x+1,y).

. Sprawd#, czy (3z + 1,22 + 4x) jest gléwny w Z;5[x].
Tak, okazuje sie, ze (3x+1, 2% +4x) = Z15[x] = (1), bo 1 € (3z+1, 2% +42), bowiem (3x+1)?-9(z?+4x) = 1.

. Udowodnij, ze pierScienie Q[x,y] oraz Z[z] nie sa pierécieniami idealéw gléwnych.
W pierwszym przypadku (z,y) nie jest oczywiscie ideatem gléwnym.
W drugim (2,z) nie jest idealem gléwnym. Rzeczywiscie, jesli 2 = wf, to w 1 f musza byé¢ pierwszego

stopnia oraz w = +1, f = 2, ale 1 ¢ (2,z), wiec jedyna szansa, ze (2,z) = (2), ale to tez nieprawda, bo

x ¢ (2).
. Wyznaczy¢ warstwy ideatu (3) < Zg.

(3) ={0,3}.
Sa trzy warstwy: 0+ (3) =3+ (3) ={0,3}, 1+ (3) =4+ (3) ={0,3} oraz 2+ (3) =5+ (3) = {0,3}.

. Wyznaczyé warstwy idealu (x +1) 94 Zs[z].

(x +1) to wszystkie wielomiany podzielne przez (x + 1), czyli o pierwiastku 1. Jak do takiego wielomianu
dodam wielomian, ktéry nie ma pierwiastka w jedynce (a wiec przyjmuje tam warto$é 1), to nowy wielo-
mian tez przyjmuje tam warto$¢ 1. Réznica dwoch takich wielomianéw jest wiec w ideale. Zatem sg dwie
warstwy: 0+ (z + 1) o pierwiastku w 1 oraz 1+ (z + 1), ktére w 1 przyjmuja wartosé 1.

. Zmalezé dwuelementowy zbidr generatordéw jadra homomorfizmu h:R[z,y] > R zadanego wzorem h(f) =
f(1,0).

Jedli f£(1,0) = 0, to znaczy, ze jesli w wielomianie f za y wstawie zero otrzymam wielomian podzielny przez
(x-1), czyli wyrazy, w ktérych nie wystepuje y mozna przedstawié jako (x —1)w(z). Jesli natomiast za x
wstawie jeden, to w takim razie wyrazy, w ktorych nie wystepuje y, znikna, a pozostalte dziela sie przez y,
zatem caly wielomian f ma postaé (z—1)w(x)+yv(z,y). W takim razie {x—1,y} jest zbiorem generujacym
ker f.

. Wskazaé w pierécieniu Z[z] niezerowy ideal pierwszy, ktéry nie jest maksymalny.

W pierscieniu Z[z], (x) jest idealem pierwszym, bowiem jesli w - v dzieli si¢ przez x to x dzieli si¢ przez
w lub v dzieli sie przez x. Nie jest maksymalny, bo zawiera sie w ideale (2,z) (ktéry swoja droga jest
maksymalny).

. Skonstruowaé¢ homomorfizm pierscienia Zg[z] na cialo Zz. Wyznaczy¢ jadro.

Czyli trzeba znalez¢ ideal maksymalny, i takim ideatem jest (2,z) = ker h. Czyli h(w) to reszta z dzielenia
a + 0 przez 3.
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Udowodnij, ze (2% -2) < Q[x] jest ideatlem maksymalnym.

Zalézmy, ze vw = z3 — 2. Wtedy stopnien v lub stopienr w wynosi zero. W przeciwnym przypadku bowiem,
stopien v = 1, a stopient w = 2 lub na odwrét. W obu tych przypadkach oznaczatoby to, ze wielomian x> -2
dzieli sie przez wielomian stopnia pierwszego, czyli ma pierwiastek w Q, co nie jest prawda. Zalézmy,
zatem, ze (23 -2) ¢ J, gdzie J jest idealem. Poniewaz Q jest cialem, to wiemy z wyktadu, ze Q[x]
jest dziedzing idealéw gléwnych, wiec J = (g). Zatem 2® — 2 = g-w, co oznacza, ze zgodnie z naszymi
rozwazaniami, albo g jest stopnia zero i wtedy J = Q[z], albo g jest stopnia 3 i wtedy J = I.

Wykazaé, ze pierscien Z4/(2) jest izomorficzny z pierécieniem Zs.

Wszystko staje sie jasne, gdy zauwazymy, ze mamy tylko dwie warstwy 0+ (2) oraz 1+ (2).
Rozstrzygnij, czy w pierscieniach Zg[z]/(x), Q[x]/(2* + ) oraz Zs[z]/(22% + x + 1) istnieja niezerowe
dzielniki zera.

Tak, (2+ (z))-(3+(x)) =0+ ().

Tak. Ideat (2% +z) nie jest pierwszy, bowiem z2+x = (z+1)x, oraz z,x+1 ¢ (2 +x). Zatem Q[z]/(2% +z)
nie jest dziedzing catkowitoéci, wiec ma niezerowe dzielniki zera, np. wlaénie z + (2% +x) oraz x+1+ (2% +x).
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W tym ostatnim pierscieniu nie istnieja dzielniki zera. Zs jest cialem, natomiast 222 + z + 1 nie ma
pierwiastkéw, a wiec jesli fg = 222 + 2 + 1, to ktéry$ z nich jest pierwszego stopnia. Na takiej samem
zasadzie, jak w zadaniu 9, w takim razie (222 +z+1) jest maksymalny, a co za tym idzie Zs[x]/(22%+z+1)
jest cialem, wiec nie ma niezerowych dzielnikéw zera.

Udowodnij, ze jesli P jest dziedzina caltkowitosci, to:
a) bla wtedy i tylko wtedy, gdy (a) c (b),
Owszem, bo jedli x € (a), to x = ap = kbp € (b).
Jedli (a) € (b), to a = xb.
b) a jest elementem odwracalnym wtedy i tylko wtedy, gdy (a) = P.
a odwracalne wtedy i tylko wtedy, gdy 1 = ab, wtedy i tylko wtedy, gdy 1 € (a), wtedy i tylko wtedy,

gdy (a) = P.
Udowodnij, ze jesli (w dziedzinie P) a ~ b, to istnieje element odwracalny ¢, ze a = be.

alb oraz bla, zatem b = ka oraz a = lb, czyli a = kla, czyli kl =1 (bo P jest dziedzina), zatem k,l sa
elementami odwracalnymi.



