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. Udowodnij, ze jesli w pierécieniu R, 0 =1, to R jest pierScieniem zerowym.
Rzeczywiscie wtedy dla kazdego z € R, z=x-1=2-0=0.
. Udowodnij, ze jedli R jest pierécieniem przemiennym z jedynka, oraz X jest dowolnym zbiorem, to RX
jest pierécieniem przemiennym z jedynka wraz z naturalnie zadanymi dzialaniami.
Rzeczywiscie, jesli f,g,h e RY, to
e skoro dla kazdego xz € X, (f(z) + g(x)) + h(x) = f(z) + (g(z) + h(z)), to (f+g)+h=f+(g+h),i
podobnie lacznosé mnozenia, przemienno$¢ dodawania, przemienno$é mnozenia i rozdzielnosé,
e zerem jest funkcja stale réwna zero, jedynka funkcja stale réwna jeden, oczywiscie wtedy 1(z)-g(z) =
1-g(x) = g(x).
e —g zdefiniowane jest wiec jako —g(x) = —g(x), wtedy oczywiscie g(z) + (-g(x)) = 0, wigc g+ (-g) = 0,

. Niech bedzie dany niezerowy pierscien R z jedynka. Wykaz, ze:

a) 0 jest dzielnikiem zera i elementem nilpotentnym,
0-1=0, wiec zero jest dzielnikiem zera.
0! = 0, wiec zero jest elementem nilpotentnym.

b) jesli z € R nie jest dzielnikiem zera oraz dla pewnych y,z € R, xy = xz, to y = z,
Zalézmy, ze x nie jest dzielnikiem zera oraz xy = xz. Wtedy xzy—xz = 0, ale zauwazajac, ze —xz = x(-2)
(bo jesli zz+ x(-2) =x(2-2) =x-0=0), mamy (y - z)x = 0, ale w takim razie y — z nie moze by¢
niezerowy, zatem y —z =0, czyli y = z.

¢) element odwracalny nie jest dzielnikiem zera, a jego odwrotno$é jest wyznaczona jednoznacznie.

Zal6zmy, ze a jest odwracalny, wiec ab = 1, dla pewnego b. Ale w takim razie, jesli a bylby dzielnikiem
zera, to ac = 0 dla niezerowego ¢, zatem 0 = 0b = abc = 1¢ = ¢, sprzecznosc.

Zaltézmy, ze ab =1 = ac. Wtedy, skoro a nie jest dzielnikiem zera, to z poprzedniego punktu mamy, ze
b=c.
. Znajdz wszystkie dzielniki zera, elementy odwracalne i elementy nilpotentne w pierscieniu Zoy.

Dzielniki zera to wszystkie liczby, ktére przemnozone przez inna liczbe niezerowa z Zsos daja reszte ze-
ro w dzieleniu przez 24. Czyli sa to liczby, ktére nie sa wzglednie pierwsze z 24 wieksze od 1, a wiec
0,2,3,4,6,8,9,10,12,14,15,16, 18,20, 21, 22.

Elementy odwracalne to cata reszta na podstawie kolejnego zadania.

Elementy nilpotentne to te, co maja wspélne wszystkie dzielniki pierwsze z 24, czyli: 6 i 12 oraz 0.

. Udowodnij, ze w pierscieniu skonczonym kazdy element niebedacy dzielnikiem zera jest odwracalny.

Niech {0,z1,...,2,} = R. Niech x nie bedzie dzielnikiem zera. Iloczyny zx1,...,xx, sa zatem parami
rozne i zaden z nich nie jest zerem. Zatem sg to wszystkie niezerowe elementy pierécienie, czyli jeden z
nich jest jedynka.

. Zmajdz wszystkie dzielniki zera, elementy odwracalne i elementy nilpotentne w pierscieniu Zg[x].

Pokazmy najpierw, ze, jeSli w jest dzielnikiem zera w R[z], to istnieje ¢ € R, ze cw = 0. Zalézmy, ze
v € R[z], ze vw = 0, oraz v jest wielomianem o tej wlasnos$ci o mozliwie najmniejszym stopniu réwnym
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m. Pokazemy, ze m = 0. Zalézmy przeciwnie, ze m > 0. Niech w = a,x™ + ...+ ag oraz v = by,x™ + ...+ by.
Jedli dla kazdego ¢, a;v = 0, to a;b,, = 0, to by, w = 0, co przeczy minimalnosci m. Zatem niech [ bedzie
maksymalna taka liczba, ze a;v # 0.

Wtedy 0 =vw = (qyz! + ...+ ag) (bpx™ + ... +bg), czyli a;b,, = 0, wiec a;v jest stopnia co najwyzej m — 1.
Ale wayv = 0, co daje sprzeczno$é¢ z minimalnoscia m.

Zatem wielomian jest dzielnikiem zera wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich jego wspdlczynnikéw
istnieje liczba ¢, ze wspolczynniki te przemnozone przez ¢ daja 0. Te ceche maja wiec dowolne wielomiany
o wspdlezynnikach w zbiorze {0,3,6}. Zauwazmy tez, ze dowolny taki wielomian jest nilpotentny — zatem
sa to jedyne nilpotentne wielomiany.

Szukamy teraz elementéow odwracalnych. Zauwazmy, ze jesli vw = 1 oraz, to apby = 1, wiec ag i by sa
odwracalne. Wymnazajac wielomiany v i w przez siebie dostajemy tez, ze apb,, = 0, a skoro a,_1b,, +
Anbpm_1 =0, t0 (a,)?by,-1 = 0. Postepujac tak dalej, dowodze, ze (a,, )™ by = 0, ale skoro by jest odwracalne,
wiec nie jest dzielnikiem zera, to (a,)™"! = 0, wiec a, jest nilpotentne. Zatem nilpotentne jest a,z", a
zatem w — anx” jest odwracalne (bo, jesli w jest odwracalne, a u jest nilpotentne, to w" = w" —u" =
(w—u) (W +w"2u+ ... +u™1), czyli (w—u)(w" +w" 2w+ ... +u" ) (w?)! = 1), a zatem proces
mozemy kontynuowaé. A zatem potrzeba i wystarcza, ze ag jest odwracalne (czyli nalezy do {1,2,4,5,7,8})
a pozostale wspélczynniki sa nilpotentne (wigc naleza do zbioru {0,3,6}).

Udowodnij, ze jesli R jest dziedzing calkowitosci, to R[x] réwniez jest dziedzina catkowitosci.

Rzeczywiscie, wystarczy spojrzeé¢ na wspotczynnik przy najwyzszej potedze. Przemnozony przez dowolny
niezerowy wyraz, nowy wspélczynnik przy najwyzszej potedze, to stary przemnozony przez element z R.
Zatem, jesli nie byl dzielnikiem zera, to nie jest zerem.

. Wskaz homomorfizm f:Z — Z,.

Takim homomorfizmem jest przyporzadkowanie = jego reszty dzielenia przez n.

. Udowodnij, ze jadro dowolnego homomorfizmu pierscieni jest ideatem.

Niech i:R — S, bedzie homomorfizmem. Niech a,b € ker h, wtedy h(a) = h(b) = 0, wiec h(a + b)
h(a) + h(b) = 0, wiec a + b € ker h. Oczywiscie 0 € ker h. Co wiecej, jesli ¢ € R i a € kerh, to h(ac)
h(a)h(c) =0h(c) =0, wiec ac € ker h.

Udowodnij, ze ideal jest wlasciwy wtedy i tylko wtedy gdy nie zawiera 1.

Jesli zawiera jedynke, to dla kazdego a € R, a -1 tez jest w ideale, czyli kazde a € R nalezy do idealu.

Znalez¢ wszystkie idealy pierécieni Zq5 oraz Zi4. Wskazaé¢ wsrdd nich idealy pierwsze i maksymalne.
W Z15Z
{0},
e {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14},
e {0,3,6,9,12}, — maksymalny i pierwszy
e {0,5,10}, — maksymalny i pierwszy
W ZlGI
« {0},
e {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14}, — maksymalny i pierwszy
e {0,2,4,6,8,10,12,14},
{0,4,8},
{0,8}.
Udowodnij, ze Z[v/-5] jest dziedzina calkowitosci, ale nie jest dziedzing z jednoznacznoscia rozkladu.
Nie jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu, bo 6 = (1 —+/-5)(1++/-5) =2-3.

Jest dziedzing catkowitosci, bowiem jesli jaki$ element bylby niezerowy dzielnikiem zera istniatyby liczby
zespolone z, z' niezerowe, ze zz' = 0, a liczby zespolone to cialo.



