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¢wiczenia 28. — rozwiazania

24 stycznia 2020

1. Na zbiorze liczb rzeczywistych zdefiniowano relacje R w nastepujacy sposob:
TRy x—y€eZ.

a) Udowodnij, ze R jest relacja réwnowaznosci.
Jest:
e zwrotna, bowiem x — z = 0 € Z, wiec zRx,
e symetryczna, bowiem jesli xRy, to x — y € Z, ale wtedy y — x € Z, wiec yRuz,
e przechodnia, bowiem jesli tRyAyRz, tox—y € Zorazy—z € Z, zatem x —y+y—z=x—2 € Z,
czyli zRz.
b) Wykaz, ze istnieje nieprzeliczalny zbiér X C R, ze Y, yex o2yt —y ¢ Q.
Niech = ~ y, wtedy i tylko wtedy, gdy x — y € Q. Jest to relacja réwnowazno$ci, bowiem jest:
e zwrotna, bowiem x —z =0 € Q, wiec x ~ ,
e symetryczna, bowiem jesli x ~ y, to z — y € Q, ale wtedy y — x € Q, wiec y ~ x,
e przechodnia, bowiem je$li x ~ yAy ~ z, tox—y € Qoraz y—z € Q, zatem x—y+y—z =x—2 € Q,
czyli x ~ 2.
Zauwaz, ze dla kazdego = € R, jesli z ~ y, to istnieje ¢ € Q, ze x + g = y, zatem [z]~ = {x +¢: ¢ € Q}
jest przeliczalna. Zalézmy teraz dazac do sprzecznosci, ze zbidr ilorazowy R/ =~ jest przeliczalny. Ale
wtedy R = J g /e A jest suma przeliczalnie wielu zbioréw przeliczalnych, sprzeczno$é. Czyli R/ ~
jest zbiorem nieprzeliczalnym. Niech X bedzie zbiorem, do ktérego nalezy dokladnie jeden element z
kazdej klasy abstrakcji (taki zbidr istnieje na mocy aksjomatu wyboru). Wtedy |X| = |[R/ ~ |, czyli
jest nieprzeliczalny, oraz skoro x,y € X, x # y naleza do réznych klas abstrakcji, czyli = % y, czyli
-y ¢Q
2. Niech U,W C R? oraz U = lin((1,1,1),(1,2,3)), W = lin((1,—-1,1), (4,1, 2)).
a) Znalezé¢ wektory uy € U, w; € W takie, ze uy + wy = (1,0,0).
Np. uy = ((1,1,1) — (1,2,3))/4 = (0, —1,—2) /4 oraz wy = (4,1,2)/4.
b) Znalezé wektory us € U, we € W takie, ze ug + we = (1,0,0) oraz uy # us.

Zauwazam, ze © — 2y + z = 0 opisuje U, szukam wektora z W spelniajacego to rownanie i jest nim
wektor (4,1,2). Zatem (4,1,2) € U N W, niech wigc uz = (0,—-1,-2)/4+ (4,1,2) = (4,3/4,3/2) oraz
we = (4,1,2)/4—(4,1,2) = —3(4,1,2) /4.

3. Ile jest par liczb zespolonych (z,w), ktére spelniaja uktad réwnan

{22:3 +5uwT =12

323 4+ 7w’ =17

W takim razie w” = 2, 23 = 1, wobec tego jest 7 mozliwych wartoéci w oraz 3 mozliwe wartoéci z. Razem
21 par.

4. Niech V = Z% oraz

W = {(z1,...,2,) € V: w ciagu (x1,...,2,) jest parzysta liczba jedynek}.



a) Wykaz, ze W jest podprzestrzenia liniowa.
W to prostu przestrzen opisana réwnaniem x1 +. ..+x, = 0, a zbiory rozwiazan jednorodnych uktadéw
réwnan sg podprzestrzeniami.

b) Podaj przyklad bazy W i oblicz dim W.
Zatem rozwiazanie ogllne to 1 = x3 + ... + x,, (pamietamy, ze w Zo 1 = —1), czyli baza to

((1,1,0,...,0),(1,0,1,...,0),...,(1,0,...,0,1))

oraz dim W = n — 1. Oczywiscie dla n = 1, mamy po prostu x; = 0, zatem przestrzen W = {0}.
¢) Podaj przyklad podprzestrzeni U przestrzeni V, takiej ze V=W @ U.
Zatem U = 1in((1,0,...,0)) bedzie idealny, bowiem oczywiscie

((1,0,...,0),(1,1,0,...,0),(1,0,1,...,0),...,(1,0,...,0,1))

jest ukladem liniowo niezaleznym (aby to zobaczyé, trzeba wpisa¢ je w wiersze macierzy i odjaé pierwszy
wiersz od kazdego nastepnego) o n wektorach, czyli baza Z7.

5. Niech V = R%.
a) Wskaz tréjwymiarowe podprzestrzenie Vi, Vo, V3, Vi C V| zZe

VinVanVsn Vs = {0},

Vi =1in((0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)),
V5 =1in((1,0,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)),
V3 =1in((1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1)),

Vi = lin((1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0))

Czyli V; jest opisana réwnaniem x; = 0, zatem ich przeciecie jest przestrzenia zerows.

b) Czy istnieja tréjwymiarowe podprzestrzenie Vq, Vo, V3 C V., ze
inVanVs ={0}?

Nie. Kazda z tych przestrzeni jest opisana jednym réwnaniem, wiec ich przeciecie jest opisane co
najwyzej trzema réwnaniami, jest wiec wymiaru co najmniej 1.

6. Niech A ={7,8,9,...,15}. Na zbiorze A okres§lamy relacje < nastepujaco:
2y & Jnenzly”.

a) Wykaz, Ze jest to czesciowy porzadek na zbiorze A. Czy jest to porzadek liniowy?
Sprawdzmy jakie liczby sa w tej relacji. Mamy tylko nastepujace pary:
o 77,14,
o 8<8,10,12, 14,
e 9<912/15,
e 10 <X 10,
o 11 <11,
e 12 <12,
e 13 <13,
e 14 <14,
e 15 =<15.
Ta relacja jest:
e zwrotna, bo z|z!, wiec z < .
e antysymetryczna, co wynika z powyzszej listy.
e przechodnia, bo jedli © <X y oraz y = z, to z|y™, y|z™, zatem x|y™|z"", czyli x < z.



Nie jest to porzadek liniowy, bo 7 A 8 oraz 8 A 7.
Zmalez¢é dowolny najdluzszy tancuch i dowolny najdluzszy antylancuch w porzadku A, <. Odpowiedzi
uzasadnic.

Diagram Hassego tego porzadku wyglada nastepujaco.

14 10 12 15
INL/ N/
7 8 Q 11 13

Zatem najdluzszy tancuch jest dwuelementowy, np. {7,14}, za$ najdluzszy antylancuch jest 6-cio-e-
lementowy, np. {14,10,12,15,11, 13}.

Rozstrzygnij, czy identycznie zadana relacja jest czeSciowym porzadkiem na zbiorze N\ {0}.

Nie jest to porzadek czeéciowy na N, bo przestaje by¢ antysymetryczny, np. 2 =< 4 oraz 4 < 2.



