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1. Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad K. Wykresem funkcji ¢: V' — W nazywamy zbiér G, =

{(v,p(v)): v eV} CV x W. Wykazaé, ze ¢ jest przeksztalceniem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy G,
jest podprzestrzenia przestrzeni V' x W.
Rzeczywiscie G, jest podprzestrzenia liniowa, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego v, w € V,a € K mamy
(v,0(v)) + (w, p(w) = (v+w,p(v) + p(w)) € G, oraz a(v, ¢(v)) = (av,ap(v)) € G,. Ale to zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(v) + ¢@(w) = p(v + w) oraz ap(v) = p(av), czyli wtedy i tylko wtedy, gdy ¢
jest przeksztalceniem liniowym.

2. Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad K oraz niech W bedzie podprzestrzenia przestrzeni W
oraz V7, V5 niech beda podprzestrzeniami przestrzeni V. Wykazaé, ze nastepujace zbiér

X ={pe L(V,W): Vyev,p(v) € W1}

jest podprzestrzenia L(V, W).

Rzeczywiscie dla ¢, € X, oraz dla kazdego v € V4 mamy (¢ + ¢)(v) = ¢(v) + ¢(v) € Wi, poniewaz
W jest podprzestrzenia. Zatem ¢ + ¢ € X. Podobnie dla a € K, v € V1, (ap(v)) = ap(v) € W, zatem
ap € X.

3. Okredli¢ taki izomorfizm ¢p: R — R3, ze ¢(e1 + e2) = 1. Czy istnieje izomorfizm p: R — R3 taki,
ze p(e1) = €1 + €2, ¢(e2) = €3 oraz p(e3) = €1 + €2 + €37 Czy przeksztalcenie n: R® — R3 okreslone
jako n((x,y,2)) = (x +y,x — y,x + 2) jest izomorfizmem? A przeksztalcenie n': R® — R3 okreslone jako
7 (@, 2)) = (5 + 1,20 +y + 52+ 7).

Np.: p(x,y,2) = ((x + y)/2,y — =, z) przeksztalca baze (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1) na baze
((1/27 *13 O)’ (]‘/2ﬂ 17 0)7 (Oa 07 1)

oraz wektor (1,1,0) na (1,0,0) zgodnie z wymaganiami z zadania.
Nie, bowiem (1,1,0),(0,0,1) oraz (1,1,1) nie stanowi bazy.
Tak, n jest izomorfizmem, bo (1,1,1),(1,-1,0),(0,0,1) to baza
R3.
Nie, 0’ nie jest izomorfizmem, bo (1,2,1), (1,1,0),(0,1,1) nie jest baza
R3.
4. Dla kazdego z ponizszych przeksztalcen liniowych ¢: V' — W zbadaé, czy istnieje przeksztalcenie 11 : W —

V', Zze 11 o ¢ = id oraz czy istnieje przeksztalcenie ¥o: W — V| ze p o ¥y = id. Jedli istnieje, podaé jego
wzOr.

a) o: R? = R2 o((z,y,2)) = (32 —y + 2z, —x + by + 22),
Jasne jest, ze jest to epimorfizm, ale nie monomorfizm. Zatem istnieje 19, ale nie ;. Musi byé
1/}2((37_1)) = (1707())7 1/]2((_175» = (0,1,0). Zatem 1/12((170)) = (5/14,1/1470) oraz 2((0,1)) =
(1/14,3/14,0).
b) ¢: R? = R3, ©((a,b)) = (Ta + b,2a + 3b,a — b).
Jasne jest, ze to nie jest epimorfizm, jest natomiast mono, bo (7,2, 1),(1,3,—1) sa liniowo niezalezne.
Zatem jest 17, ale nie ma 9. Musi byé ¢1((7,2,1)) = (1,0) ¥1((1,3,-1)) = (0,1). Moge ponadto
przyjaé, ze ¥1((0,0,1)) = (0,0). Zatem v ((1,0,0)) = (3/19,—-2/19) +1((0,1,0)) = (-1/19,7/19).
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5. Niech A = 0 1 0 oraz B = 9 1 0 . Oblicz A+2B. Znajdz taka macierz C, ze A+ C =
1 -1 -2 2 3 1
B.
1 0 -1 0 6 -2 1 6 -3
3 2 0 2 4 -2 5 6 =2
AT2B=10 1 o |*|a2 0o | |43 0
1 -1 -2 4 6 2 5 5 0
0 3 -1 1 0 -1 -1 3 0
1 2 -1 3 2 0 -2 0 -1
C=B-A=1,5 1 o 1 0| | 2 0 0
2 3 1 _1 -1 -2 1 4 3
6. Oblicz A - B dla
- 0 3 -1 —27
a) A= 1 g i}orazB: 1 2 0 -1
L 01 0 2 |
[ 3 4
1 3
b) A= 2 2 01"azB:[4 3 _1]
0 2 -1
-1 0
| 0 1
a)
AB =
1-0+0-14+2-0 1-340-2+2-1 1-(-1)4+0-0+2-0 1-(=2)+0-(-1)+2-2 | _
1-0+43-14+1-0 1-3+3-2+1-1 1-(-1)+3-0+1-0 1-(=2)+3-(-1)+1-2 |
[0 5 -1 2
13 10 -1 -3
3.444-0 3.3+4+4-2 3. (=1)4+4-(-1) 12 17 -7
1-443-0 1-343-2 1-(-1)+3-(-1) 4 9 -4
b) AB=| 2:4+2.0 2.3+2-2 2. (-1)+2-(-1) |=| 8 10 -4
(-=1)-440-0 (-1):340-2 (=1)-(=1)+0-(=1) -4 -3 1
0-4+1-0 0-3+1-2 0-(-1)+1-(-1) 0o 2 -1
7. Czy dla kazdych macierzy A, B € M,,x,(R) zachodzi AB = BA?
. . . 0 1 0 0 1 0 00 0 1 00
Rozw1@zan1e.N1e.Np.{0 O]'[l O}_{O O],ale[l O}.{O 0} [O 1}
8. Wykazaé, ze dla kazdych macierzy A, A" € M, xn(K), B,B" € M,xi(K) 1 C € Mgy (K) zachodzi
(AB)C = A(BC), A(B+ B') = AB+ AB' oraz (A+ A')B=AB+ A'B
Niech A = [a”] B = [bij]a B = [b;]L C = [Cij]. Mamy AB = [ZZ=1 ambaj]i,j, CZyli (AB)C =
(b1 s iababcyli g Podobnie BC = [, biacajlij. zatem A(BC) = [y Yoy Giababcesli.

czyli (AB)C’ A(BC).

Mamy tez B+B' =

i AB' =

n

[bij'i‘b;jL zatem A(B-‘,—B/) =
-1 amb;j]i,j, czyli AB + AB' =

>
>

a=1

n

>

a

dowodzimy analogicznie.

9. Wykazaé, ze jesli macierz A € M, (K) jest taka, ze dla kazdej macierzy C' € M, xn(

a=1 Qi

n

(baj +0,)]i.j, tymezasem AB = [32,_) @ia

(baj + b3;)]i4

> bajli,j

Qiq

= A(B + B’). Ostatnig réwnosé

A = al, dla pewnego a € K.

K), AC = CA, to

Rzeczywiscie, mnozac macierz A przez macierz C zawierajaca same zera, poza elementem jeden w i-tym
wierszu j-tej kolumnie z lewej (C'A) dostane macierz samych zer za wyjatkiem i-tego wiersza, ktéry bedzie
taki sam, jak j-ty wiersz w macierzy A. Z drugiej strony, mnozac z prawej przez te¢ macierz AC dostane



10.

macierz samych zer, za wyjatkiem j-tej kolumny, gdzie dostane i-ta kolumne macierzy A. Co oznacza, ze
wszystkie wyrazy w j-tym wierszu macierzy A sg zerami, za wyjatkiem j-tego wyrazu, ktory zgadza sie z
i-tym wyrazem w i-tej kolumnie. Po uwzglednieniu dowolnoéci ¢ oraz j, dostajemy, ze macierz A ma zera
poza przekatna, a wszystkie wyrazy na przekatnej musza by¢ réwne.

Przedstawié¢ macierz

3 7 45
1 2 1 3
2 5 0 6
3 8 7 7
jako iloczyn macierzy operacji elementarnych.
3 7 4 5 1 2 1 3
1 2 1 3 o 3 7 4 5 _3 oy _3
2 5 0 6 w1 w3 2 5 0 6 w2 w1, W3 W1, Wyq w1y
3 8 7 7 3 8 7 7
1 2 1 3 1 0 -1 11
01 1 -4 01 1 -4
001 —2 0 |WZ2wpws—wswi—2unl o gy | wa(1/2)
0 2 4 =2 00 2 6
1 0 -1 11 1 0 -1 11
0 1 1 -4 0 1 1 -4 3
0 0 —3 4 w3 W gy q 3 w1 + W3, W2 — W3, Wy + 3ws
0 0 1 3 00 -3 4
1 0 0 14 1 0 0 10
01 0 -7 01 0 -7
00 1 3 M 00 1 3 wy — 14wy, we + Twy, w3 — 3wy
0 0 0 13 00 0 1 |
1 00 0]
01 00
0 01 0
00 0 1]

A zatem ta macierz to:

Ti5 5 (3) B3y (2) Ejy (3) Bty (2) By (1) Ejy (2)-
() T3y By (—1) By (1) B (—3) 11 (13) By (14) B3y (=7) E34 (3)-



