Algebra dla MSEM 1, 2019/2020

sprawdzian 2. — rozwigzania

20 grudnia 2019

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij!

Zadanie 1

Znalez¢ baze i wymiar podprzestrzeni przestrzeni R® rozpietej na wektorach (1,1,-1,2,1),(2,2,-3,5,2),
(3,3,-4,7,3). Nastepnie znalez¢ uklad réwnan jednorodnych opisujacy te podprzestrzen.
Znajdujemy baze:

11 -1 21 11 -1 2 1 11 -1 2 1
2 2 -3 5 2 w2—2w17w3—3w1 00 -1 10 w3 — W2 00 -1 10
33 4 7 3 00 -1 10 00 0 00O

A zatem baza to (1,1,-1,2,1),(0,0,-1,1,0), a wymiar badanej podprzestrzeni to 2. Kontynuujemy tym
razem rozwigzywanie ukladu réwnan na wspélczynniki szukanego uktadu réwnan:

1 1 -1 2 110 .(_1)11—1210 N 1 1.0 1 110
00 -110f0|2 500 1 -1 0]0 |00 1 -10]|0
A zatem rozwiazanie ogélne to a = -b—d —e,c = d, czyli w postaci parametrycznej: (-b—d - e,b,d,d,e).

A zatem baza przestrzeni wspdlczynnikéw to (-1,1,0,0,0),(-1,0,1,1,0),(-1,0,0,0,1) a zatem odpowiadajacy
jej szukany uktad réownan to:

-x+y=0
—r+2z+t=0

—-r+w=0

Zadanie 2
Niech V' bedzie przestrzenia rozwigzan ukladu rownan:

3$1—21‘2—l‘3—5934:0
T1 +4x9 —5x3+ 314 =0

201 — 529 +3x3 — Ty =0

natomiast W =1in((2,0,1,-4), (1,3,2,4),(3,3,3,0)) ¢ R*. Znajdz bazy i wymiary przestrzeni V+W oraz VnW.
Znajdzmy baze przestrzeni V:

3
1
2

-2
4
-5

-1 =510
-5 3 1|0
3 =710

wa - (—1/14)

W1 <> W2
_

1 4
0 1
0 -13

1
3
2

-5
-1
13

4 -5
-2 -1
-5 3

3 |0

1 0 wy — 4’11)2, w3 + 13’(1)2

-13 10

310

-510 wg—Swl,wg—le

=710

1 0
0 1
0 0

1
0
0

-1
-1
0

4
-14
-13

-1
1
0

-5
14
13

0
0
0

Zatem rozwiagzanie ogélne to (x3 + x4, %3 — T4, 23,%4), czyli baza to ((1,1,1,0),(1,-1,0,1))

3 |0
-14 10
-13 10

IdimVo=2.



Widaé, ze dimW = 2, bowiem (2,0,1,-4) = (3,3,3,0) — (1,3,2,4). Zatem ((1,3,2,4),(1,1,1,0)) jest baza
W, bo jest liniowo niezaleznym uktadem wektorow.
Zatem V + W =1in((1,1,1,0),(1,-1,0,1),(1,3,2,4),(1,1,1,0)), wiec znajdZmy baze:

1 1 10 1 1 1 0 1 1 1 0
1 -1 0 1 0 -2 -1 1 0 -2 -1 1
1 3 2 4 |W2TWnWsTwWnWazwWil o o o4 (WBFW2l 5 g o 5
1 1 10 0 0 0 0 0 0 0 0

Zatem baza V + W to ((1,1,1,0),(0,-2,-1,1),(0,0,0,5)) oraz dimV + W = 3.
W takim razie dm VnW =dim V+dim W -dim V+W = 2+2-3 = 1, i widzimy wektor, ktory jest jednoczesnie
w ViwW. Jest to (1,1,1,0), zatem baza V nW to ((1,1,1,0)).

Zadanie 3

Niech W = {w € R[z]:degw < 6}, zas§ V = {w € W:w(2) =0,w(1) =w(0)}.
a) Wykaz, ze V jest podprzestrzenig przestrzeni W,

b) ZnajdZ bazg i wymiar V|

¢) Zmajdz taka podprzestrzen V' cW,ze W=V o V'

Rzeczywiscie, jesli v,w € V, to (v+w)(2) =v(2)+w(2) =0+0 =0 oraz (v+w)(1) = v(1)+w(1) =v(0) +w(0) =
(v+w)(0), a takze jesli dodatkowo a € R, to (av)(2) = av(2) =a-0=0 oraz (av)(1) = a-v(1) = a-v(0) = (av)(0),
co dowodzi, ze V jest podprzestrzenia liniowa.

Jedli w € V, to niech w(x) = ag + a12 + asx? + azx® + asx* + asz®. Zatem nasze warunki daja, ze ag + 2a1 +
4as + 8as + 16a4 + 32a5 = 0 oraz ag + a1 + as + ag + a4 + as = ag, czyli mamy uktad réwnan:

ag + 2a1 + 4as + 8as + 16a4 + 32a5 =0
a1 +as+ag+ag+as=0

Rozwiazujemy go:

1 2 48 16 32]0 o[ 102 6 14 300
01 11 1 1]o "= 111 1 110

Czyli rozwiazanie ogélne to (-2ag — 6as — 14ay — 30as, —as — as — a4 — as,a3,a4,as5), a baza przestrzeni wspol-
czynnikéw wielomianéw z W to
(_2a _17 17 07 07 0)7 (_67 _17 07 17 O? O)’ (_147 _17 Oa 07 17 O)a (_307 _la 07 07 0) 1))7
co odpowiada bazie V:
(2 —z-2,2° —2-6,2% —x - 14,2° — z - 30),
zatem dim V' = 4. Zauwazmy, ze

(2 —z-2,2% -2 -6,2" —x-14,2° —2 - 30,1, )

jest baza W. Rzeczywiscie, z tych wielomianéw mozemy z tatwoscia skombinowaé dowolny wielomian stopnia
< 6, a ponadto jest to uklad liniowo niezalezny, bo to sa wielomiany parami réznych stopni (powolujemy sie tu
na fakt udowodniony na éwiczeniach). Skoro tak, to

V' =lin((z,1)) = {w € R[z]:degw < 2}

spelnia warunki zadania.

Zadanie 4

Niech A, B,C beda podprzestrzeniami skoniczenie wymiarowe]j przestrzeni liniowej V. Czy prawda jest, ze
dim(A+ B+ C)=dimA+dim B +dimC - dim(An B) —-dim(AnC) -dim(BnC) + dim(An Bn C)?
Udowodnij lub znajdz kontrprzyktad.
Nie jest to prawda. Niech A, B,C cR?, A =1in((1,1)), B =1in((1,0)),C =1in((0,1)). Wtedy A+ B+C = R?,

wiec po lewej stronie réwnania mamy 2, natomiast AnB=BnC=AnC=AnBnC ={0}, wiec po prawej
stronie réwnania jest 1+1+1-0-0-0+0=3.



Zadanie 5

Dane sg w przestrzeni R* podprzestrzen V; rozwiazan ukladu réwnan:

.T1—$2+l‘3+2.134:0
2.%1—21’2+2333+t$4:0

oraz W, =1in((1,2,1,0), (1,25 - 2,-1,s% - 1)).

a) znajdz baze i wymiar podprzestrzeni V; w zaleznosci od t € R.

b) uzupelnij znaleziona baze dla t = 1 do bazy calej przestrzeni R*.

)
)

c) oblicz w znalezionej bazie R* wspétrzedne wektora (2,0,1,9)

d) dla jakich wartodci s,t € R, Wy €V, (kazdy wektor przestrzeni Wy jest w przestrzeni V;)?
)

e) a dla jakich wartosci s,t e R, W, =V, 7

A zatem zaczynamy od rozwiazania ukladu réwnan na V;:

1 -1 1 210 1 -1 1 2 0
[2 -2 2 to]lﬂl[o 0 0 t—40]
A zatem w drugim wierszu mamy schodek tylko gdy t # 4. Czyli mam dwa przypadki:
e t =4, todimV; =31 baza to (1,1,0,0),(-1,0,1,0),(-2,0,0,1)
e t+4, to dimV; =2 i baza to (-1,0,1,0),(1,1,0,0).

Widaé, ze dodajac do tej bazy wektory (1,0,0,0) oraz (0,0,0,1) dostajemy baze R*. Zapisujac wektory
(1,0,0,0),(1,1,0,0),(-1,0,1,0),(0,0,0,1) bardzo latwo sprowadzi¢ ja do postaci schodkowej i nie bedzie tam
wiersza zerowego.

Bardzo latwo tez wyliczyé odpowiednie wspélrzedne, wiec: (2,0,1,9) = 3-(1,0,0,0) +0-(1,1,0,0) + 1 -
(-1,0,1,0) +9-(0,0,0,1) — czyli szukane wspélrzedne to 3,0,1,9.

Aby V; € W, wektory Wy musza spelniaé¢ réwnania na V;. Z pierwszym wektorem nie ma problemu. Jesli
t = 4, to mamy tylko jedno réwnanie, z ktérego otrzymujemy, ze 2s(s — 1) = 0. Zatem w tym przypadku s = 0
lub s = 1. Jedli t # 4, to dodatkowo s? — 1 = 0, czyli jedyna opcja to s € {~1,1} n {0,1}, czyli s = 1.

Aby V; = Wy, dodatkowo musza si¢ jeszcze zgadzaé¢ wymiary, co ma miejsce, wtedy i tylko wtedy gdy
t+4Ans=1, bowtedy dimV; = dim W = 2.



