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1. Zbadaj dla jakich t € R, wektor v = (0,1,5,3,t) € R® jest kombinacja liniowa wektoréw (2, —1,3,4,0),
(1,1,2,2,-1) oraz (3,-1,0,3,2).

Sprawdzamy, kiedy uklad rownan jest niesprzeczny.
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Ten uklad nie jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy t = —3 i wtedy i tylko wtedy wektor v =

(0,1,5,3,t) € R jest kombinacja liniowa wektoréw (2, —1,3,4,0),(1,1,2,2,—1) oraz (3,—1,0,3,2).
2. Niech W # V bedzie podprzestrzenia V, zas B liniowo niezaleznym ukladem wektoréw przestrzeni V.
Wykaz, ze B mozna uzupeié¢ do bazy V wektorami z V' \ W.

Niech A bedzie baza W oraz C jej uzupeklieniem do bazy V. Skoro V # W, to C # &. Niech v € C,
zatem v ¢ W. Niech 0A" = {w + v: w € A}. Zauwazmy, ze A’ "W = &. Takze A" UC jest baza V.
Rzeczywiscie dla kazdego w € A, w = (w +v) — v oraz (w+v),v € A" UC. Podobnie, skoro oA UC jest
liniowo niezaleznym ukladem wektoréw, to i A’ U C jest, bowiem z jednego do drugiego mozna przejsé
prostymi operacjami na wierszach macierzy.

Zatem A’ UC jest baza V oraz A'UC C V \ W. Ale na mocy twierdzenia Steinitza o wymianie, moge B
uzupetnié do bazy V wektorami z A’ U C, co kohczy dowdd.

3. Niech W = {(x1, 22,23, 74) € R*: 1 — 229 + 23 + 24 = 0,21 + 23 — 24 = 0}.

a) Znajdz baze i wymiar przestrzeni W,
b) Zbadaj, czy istnieje baza przestrzeni W zawierajaca wektor (1,1,—1,2) i jedli tak, podaj przyklad
takiej bazy.

Rozwigzujemy uktad:



Zatem rozwigzanie ogdlne to (—xs + x4, X2, 32 — 2x4,x4), a zatem baza W to ((—1,1,3,0),(1,0,-2,1))
oraz dim W = 2.

Wektor (1,1,—1,2) € W, poniewaz 1 —2—1+2 =0 oraz 1 + 1 — 2 = 0. Jest jasne, ze na przyklad
((1,1,-1,2),(-1,1,3,0)) jest baza W, bo oba te wektory leza w W, sa liniowo niezalezne i jest ich dwa,
czyli tyle, co wymiar W.

4. Niech przestrzen W bedzie przestrzenig zadana w poprzednim zadaniu, oraz niech V C R* bedzie prze-

strzenia opisana réwnaniem x3 — x4 = 0. Znajdz baze oraz wymiar przestrzeni:

a) VNnw,
Dodajemy dodatkowe réwnanie, czyli:
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Zatem rozwiazanie ogélne to (0, x4, x4, x4), zatem baza V NW to ((0,1,1,1)) oraz dimV NW = 1.

b) V4+W.
dimV =4—-1=3, zatem dimV + W =3 +2 — 1 = 4, zatem V + W = R* oraz przykladowa baza to
((1’ 07 07 0)7 (07 1707 0)7 (07 07 170)’ (0707 07 1))'

5. Niech W C R3 bedzie przestrzenia opisang uktadem réwnan
To 4+ 8xo 4+ 3x3 =0

1 +9r9+23=0
T+ Txo + 523 =0

Znajdz podprzestrzen A, taka, ze (1,0,0) € A oraz R? = W @ A.

Rozwigzmy uktad réownan:
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Czyli rozwiazanie ogdlne to (—1923, 2x3, x3), zatem baza W to ((—19,2,1)). Zatem na przyklad przestrzen
A = 1in((1,0,0),(0,0,1)) spelnia warunki zadania. Rzeczywiscie, ((1,0,0),(—19,2,1),(0,0,1)) jest baza
R3, wiec A+ W =R3 oraz ANW = {0}.



