Algebra dla MSEM I, 2019/2020

¢wiczenia 21. — rozwiazania

13 grudnia 2019

1. Niech V, W bedzie podprzestrzeniami R*. Znalezé bazy i wymiary V + W oraz VN W dla

a) V =1in((2,1,3,4),(3,9,3,9), (1,7, —3,1)), W = lin((1, —3,3,0)), (2,5,3,5), (1,8,0,5)),

Znajdujemy bazy tych przestrzeni:

2 1 3 4 3 9 3 9
3 9 3 9 | w < w 2 1 3 4 |w-(1/3)
-1 7 -3 1 -1 7 -3 1
1 3 1 3 1 3 1 3 1 8 0 5
2 1 3 4 | wy — 2wy, w3+ wn 0 =5 1 —2 | w4+ 2we,wy —we | 0 =5 1 =2
-1 7 -3 1 0 10 -2 4 0o 0 0 O
A zatem baza V to ((1,8,0,5),(0,—5,1,—2)).
W drugim przypadku:
1 -3 3 0 1 -3 3 0 1 8 0 5
2 5 3 5 w272w1,w37w1 0 11 -3 5 wg—wg,leer 0 11 -3 5
1 8 0 5 0 11 -3 5 0 O 0 0

A zatem baza W to ((1,8,0,5), (0,11, —3,5)). W obu bazach pierwszy wektor jest taki sam, ale pozo-
stale dwa sa liniowo niezalezne. W takim razie baza V + W to ((1,8,0,5), (0,11, -3,5), (0, —5,1, —2)).
Wobec tego dimV +W = 3, a zatem dim VNW = —dim(V + W) +dimV +dimW = -3+2+2 = 1.
Zatem szukamy jednego niezerowego wektora, ktéry jest zaréwno w V, jak i w W. Jest to wladnie
(1,8,0,5) —1i to jest baza VN W.

V =1in((3,2,1,0),(4,3,0,2),(1,2,2,—3)), natomiast W jest opisane ukladem réwnan:

x1 +2x9—x3+24 =0
3r1 + 522+ 23+ 524 =0

Opiszmy ukltadem réwnan takze przestrzen V:

3 2 1 010 1 2 2 =-3|0
4 3 0 2|0 |lw—ws| 4 3 0 2|0 |wy—4w,ws— 3w
1 2 2 =-3|0 3 21 010
1 2 2 =310 1 2 2 =310
0 -5 -8 14 0 W2 — W3 0o -1 -3 5 0 w1—|—2w2,w3—4w2
0 4 -5 910 0 4 -5 910
1 0 -4 7 1|0 1 0 —4 7 0
0 -1 -3 5 |0 |wy-(—1),ws-(1/7)| 0 1 3 -5 0 | wi +4ws, ws — 3ws
0 0 7 1110 0 0 1 -11/7|0
1 0 0 5/7 |0
01 0 —=2/7T]0
0 01 —-11/7|0



Zatem baza przestrzeni wspélezynnikéw to (—5,2,11,7) i V opisane jest réwnaniem:
—5x1 + 229 + 11lx3 + Tx4 = 0.

Przy okazji zauwazmy, ze dim V' = 3.
Zatem V N W jest opisane ukladem réwnan:

x1 +2x9—x3+x4 =0
3x1 +5x2 +x3+ 524 =0
75$1+2I2+111‘3+7I4:0

ktéry rozwiazujemy:

1 2 -1 110 1 2 -1 1]0
3 5 1 510 wo — 311)1, ws + 5’[01 0 -1 4 2 0 w1 + 2’[02, ws + 1211/2
| -5 2 11 710 0 12 6 120
[1 0 7 510 10 7 5 |0
0 -1 4 210 [ we ( 1), w3 - (1/54) 01 —4 =20 |w —Tws,ws+ 4ws
|0 0 54 36|0 0 0 1 2/3|0
100 1/3]0
010 2/3[0
00 1 2/3/0

Zatem baza V NW to (—1,—2,—2,3) oraz dim(V NW) = 1. Zatem dim(V + W) = dimV + dim W —
dim(VNW) = 3+2—1 =4, czyli V+ W = R* zatem baza tej przestrzeni to na przykitad
((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)).

2. Niech V' C R? bedzie przestrzenia rozwiazan rownania x + 2y — z = 0, za$
W =1in((2, -t + 2,4), (25,6, —8)).
Dla jakich wartosci parametru s,t € R

a) Vnw ={0}?
Wtedy zaden z wektoréw rozpinajacych W nie moze lezeé¢ na V, zatem dimV + W = 3. Ale tez
0=dimVNW=dimV +dimW — dim(V + W) = 2+ dim W — 3, czyli dim W = 1, zatem wektory
(2, —t+2,4), (25,6, —8) musza by¢ liniowo zalezne, co stanie sie wtedy i tylko wtedy, gdy s = —2,¢ = 5.
Wtedy tez oczywiscie dowolna ich niezerowa kombinacja nie speinia rownania na V.

b) V 4+ W =R3?

Skoro dim V' = 2, niezbedne jest, zeby co najmniej jeden z tych wektoréw nie spelnial réwnan. Czyli
t#11lub s # —4.

c) R®=Vaow?
Znéw, zachodzi to wtedy, gdy poprzednie dwie rzeczy zachodza naraz, czyli gdy s = —2,¢ = 5.
3. Dla kazdej z ponizszych podprzestrzeni W C R® znalezé podprzestrzen V C RS taky, ze R> =W @ V.

a) W =1in((1,2,4,5,1),(6,9,7,5,5), (4,5, —1,-5,3)).
Znajdujemy baze W:

1 2 4 5 1

6 9 7 5 5 wo — 6’Ll}17 w3 — 411}1

4 5 -1 -5 3
1 2 4 5 1 1 2 4 ) 1
0 -3 —-17 =25 —-1 (wg—wy| O -3 —-17 —-25 -1
0 -3 —-17 =25 -1 0 O 0 0 0

A zatem wystarczy wzia¢ V = lin((0,0,1,0,0),(0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)).



b) W jest przestrzenia rozwigzan ukladu réwnan:

51‘171‘24’2‘%371‘473"55:0
4x1 + 329 — a3+ 214 — 25 =0
2x1 — bxo + brs — 4xy — DHxs =0

Rozwiazujemy ten uklad réwnan (wystarczy, ze dowiemy sie ktére zmienne beda parametrami w roz-
wiazaniu ogdlnym), zapisuje uklad w kolejnosci s, 1, 2, T3, 4:

-1 5 -1 2 =3
2 4 3 -1 -1 | wi+2w,ws+ 4w
4 4 -5 5 5

-1 5 -1 2 =3 -1 5 -1 2 =3
0 14 1 3 =7 |ws—ws 0 14 1 3 =7
0 24 -9 13 -7 0 10 =10 10 O

Zatem wystarczy wzia¢ te wektory z bazy standardowej, ktére maja jedynki w miejscu bazowych
zmiennych, czyli V = lin((1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,0,0,1)).

4. Dla kazdej z ponizszych podprzestrzeni W przestrzeni V = F(R,R) znalezé podprzestrzen W/ C V., ze
V=WaoWwW.
a) W={feFRR): f(0) =0},
Niech W’ = {f € F(R,R): Vg0 f(z) = 0}. Latwo sprawdzi¢, ze spelnia postawione warunki.
b) W={feFRR): f(1) = f(2) =0},
Niech W’ = {f € F(R,R): Vyer\{1,21.f(z) = 0}. Latwo sprawdzi¢, ze spelnia postawione warunki.

5. Niech K bedzie cialem oraz n € N i niech V = M, «,, (K). Rozpatrzmy nastepujace podzbiory w V. Niech

Wl = {[al]] € Man(K) Vl>ja” = 0}’
W = {[alj] € Man(K) V@jaij = O}’
W3 = {[al]] € Man(K) Vz<ja” = 0}’
Wy = {[a’l]] € Man(K) Vlgja” = 0}7
Wy = [aij} S Mnxn(K)l Vi;ﬁjaij = 0}7

We = {lai;] € Mnxn(K): Vijai; = aji},
W, = {[aij] € Man(K) Vmaij = —aji}.

Wykazaé, ze podzbiory te sa podprzestrzeniami liniowymi V. Znalezé wszystkie takie pary i, 7, ze V =
W; & W;.

Te zbiory sa podprzestrzeniami liniowymi ze wzgledu na to, ze dodawanie macierzy i mnozenie macierzy
przez liczbe odbywa sie po wyrazach.

Mamyv:Wl®W4:W2@W3:WGEBW7.

6. Niech V bedzie przestrzenia liniowa oraz V = W @& W’. Niech A bedzie bazg przestrzeni W, a A’ bazg
przestrzeni W’. Udowodnij, ze AU A’ jest bazg przestrzeni V.

Jesliv € V, to v = w+ w, ale w jest kombinacja wektoréw z A, a w’ jest kombinacja wektoréw z A’
wiec V jest rozpinana przez AU A’. Tymczasem AU A’ jest liniowo niezalezne, bowiem gdyby dla nie
wszystkich zerowych wspoétczynnikow kombinacja liniowa takich wektoréw dawataby 0, to po przeniesieniu
czesel tej kombinacji zwiazanej z A’ na druga strone réwnania, dostajemy, ze lin(A) N lin(A") # {0}, co
nie jest prawda.



7. Niech V = lin((1,2,3,1),(2,1,2,3), (3,3,5,4), (3,0,1,5)) oraz
W =1lin((1,2,1,1),(1,0,0,0), (0, 1,0,0)).

Zmnalezé bazy i wymiary przestrzeni V, W, V+W iV NnW.

Sprowadzamy do postaci schodkowej:

1 2 3 1 1 2 3 1
21 2 3 0 -3 -4 1
3 3 5 4 w272w1,w373w1,w473w1 0 -3 -4 1 wg—wg,w4—2w2
3 01 5 0 -6 -8 2
1 2 3 1
0 -3 -4 1
0 O 0 O
0 0 0 0

Zatem baza V to ((1,2,3,1),(0,—3,—4,1)) i jest to przestrzeh wymiaru 2. Tymczasem baza W to
((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,1)) i jej wymiar to 3. Wida¢, ze przestrzenn W to przestrzen rozwiazan réw-
nania x3 = x4. Sprawdzamy, jakie kombinacje wektoréw z bazy V spelniaja to rownanie i otrzymujemy, ze
VW =1lin((5,4,7,7)) jest jednowymiarowa, natomiast dim(V +W) = dimV +dim W —dim(VNW) =
243 —1=4, wiec V+ W =R? jest czterowymiarowa, wiec baza V + W to

((1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0, 1)).

8. Czy mozna znalezé baze przestrzeni K4 zlozong z wektoréw spetniajacych réwnanie:

a) x+y+z+t=07
Nie, poniewaz kombinacja liniowa wektoréow spelniajacych to rownanie spelnia to réwnanie, a wektor
(1,0,0,0) € K* nie spelnia tego réwnania.

b) e +y+z+t=17
Tak, ((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) jest taka baza.



