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1. Udowodnij, ze na kazdym przyjeciu sa dwie osoby o takiej samej liczbie znajomych.

Zalézmy przeciwnie. Zatem jest co najwyzej jedna osoba, ktéra nie zna nikogo. Bez straty ogdlnosci
mozemy zatem usunaé ja z rozwazan. Jesli rozwazymy znajomosci na przyjeciu jako graf, to mozliwe
stopnie wierzchotkow wahaja sie od 1 do n — 1. Za to wierzcholkéw jest n — zatem z zasady szufladkowe;j
Dirichleta, pewne dwa wierzchotki sa tego samego rzedu — sprzeczno$c.

2. Udowodnij, ze przynajmniej jeden z graféw G i dopelnienie G jest spdjny.

Zalézmy przeciwnie, ze kazdy z nich nie jest spdjny. Zatem V = V3 uVy, = Wy u W, oraz pomiedzy
wierzchotkami z Vi i Vo nie ma zadnych krawedzi, natomiast pomiedzy wierzchotkami z Wy i Wy sa
wszystkie oraz wszystkie te zbiory sa niepuste. Bez straty ogdélnosci zaldézmy, ze istnieje v € Vi n Wh.
Wtedy, jesli w € Vo, to w € Wy. Z drugiej strony, jesli w' € Ws to w' € V5. Zatem Vo = Wy, Vi = Wo,
sprzeczno$c.

3. Podaj przyktad grafu, w ktérym

a) istnieje cykl Eulera i Hamiltona

b) istnieje cykl Eulera ale nie Hamiltona

c) istnieje cykl Hamiltona, ale nie Eulera
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d) nie istnieje ani cykl Eulera i ani Hamiltona
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4. Udowodnij, ze liczba Ramseya dla k=2 i n =3 wynosi 6.

Rzeczywiscie jest zte pokolorowanie kliki K.

W K juz znajdziemy jaka$ jednokolorowy tréjkat, bo z kazdego wierzchotka wychodzi 5 krawedzi. Ustalmy
wierzchotek v. Zatem trzy z tych dwoch krawedzi sa jednego koloru, bez straty ogdlnosci czerwone. Ida
do wierzchotkéw x,y, z. Ale jesli wszystkie krawedzie pomiedzy x,y i z sa niebieskie, stanowig trojkat.
Zal6zmy wiec przeciwnie, ze jedna z nich, bez straty ogdlnosci x,y jest czerwona. Ale wtedy v, z,y jest
czerwonym tréjkatem.

5. Rozstrzygnij, czy istnieje:

a) graf o stopniach wierzchotkéw 3,3,3,3,5,6,6,6,6,6,6.

Nie, bo suma stopni musi by¢ parzysta, bo to 2 razy liczba krawedzi.
b) graf o stopniach wierzcholkéw 3,3,3,3,3,5,6,6,6,6,6,0.

Tak,

c¢) graf dwudzielny o stopniach wierzchotkéw 3,3,3,3,3,5,6,6,6,6,6,0.
Po kazdej stronie grafu musi wychodzié¢ 28 krawedzi i po kazdej stronie grafu musi byé¢ 6 wierzchotkéw.
Ale dowolne 6 z tych liczb nie sumuje sie do 28. Wiec nie.

d) drzewo o dowolnym ciagu stopni dlugosci n i sumie 2n — 2.
Tak, to po prostu ciag n wierzchotkéw, z ktorych kazdy jest polaczony krawedzia z nastepnym.

6. Udowodnij, ze jesli w spéjnym grafie jest k > 0 wierzchotkéw o stopniu nieparzystym to k jest parzyste
oraz k/2 to najmniejsza mozliwa liczba krawedziowo rozlacznych laficuchéw pokrywajacych wszystkie
krawedzie.

Pierwsza teza jest jasna, skoro suma stopni wszystkich wierzchotkéw musi byé¢ zawsze parzysta (to dwa
razy liczba krawedzi). Druga teze dowodzimy przez indukcje dla k (parzystych).

Dla k = 2 to po prostu tw. Eulera — istnieje Sciezka Eulera i pokrywa ona wszystkie krawedzie.

Zalézmy, ze teza jest prawdziwa dla kazdego k < n oraz niech w naszym grafie bedzie k > 0 wierzchotkéw
o stopniu nieparzystym. Wybierzmy dwa takie wierzcholki i Sciezke pomiedzy nimi (istnieje, bo graf byl
sp6jny). Usunmy te Sciezke z grafu. Jedli jakas powstala spdjna skladowa nie ma wierzchotkéw o stopniu
nieparzystym uzupelniamy nasza Sciezke o cykl Eulera w tej sktadowej i takze usuwamy. Zauwazmy, ze
liczba wierzchotkéw o stopniach nieparzystych zmalata o 2, wiec z zalozenia indukcyjnego w sumie z
poszczegblnych spéjnych sktadowych wystarczy nam (k —2)/2 lancuchéw. W sumie z tym usunietym jest
ich k/2.

Zauwazmy tez, ze potrzeba ich co najmniej k/2, bo kazdy wierzcholek o stopniu nieparzystym musi lezeé
na koncu co najmniej jednego takiego tancucha.



7. Podaj przyklad dwéch nieizomorficznych grafow o takim samym ciagu stopni wierzchotkow.

8.

10.

Z kompletu 28 kostek domina (pary od 0 -0 do 6 - 6) usunieto kostki 0—1, 0-2 i 0 - 3. Ile jeszcze kostek
domina trzeba usunaé, aby z pozostalych stworzyé¢ zamkniety tancuch kostek.

Mozemy my$le¢ o kostkach jako o krawedziach grafu o wierzchotkach 0,1,2,4,5,6 oraz zignorowaé kostki
o tym samym numerze, bo one zawsze dadza sie wstawi¢. Zatem po usunieciu stopnie wierzchotkéw to
odpowiednio 3,5,5,5,6,6,6. Usuwajac jeszcze kostki 0—-4, 1-2, 3-4 dostajemy 2,4,4,4,4,6,6 — wszystkie
stopnie sa parzyste, wiec istnieje cykl Eulera, ktory jest poszukiwanym przez nas zamknietym tancuchem
kostek.

. Ktére pelne grafy dwudzielne i tréjdzielne sg eulerowskie, a ktére hamiltonowskie?

Eulerowskie sg te, co stopnien kazdego wierzchotka jest parzysty na co w przypadku graféw dwudziel-
nych potrzeba i wystarcza, ze obie grupy wierzchotkow maja ich parzyscie wiele. W przypadku graféw
tréjdzielnych wszystkie trzy musza mieé¢ parzyscie wiele wierzchotkéw lub wszystkie trzy nieparzyscie
wiele.

W przypadku graféw dwudzielnych hamiltonowskich, te dwie grupy wierzchotkéw musza byé réwnoliczne,
bo w cyklu Hamiltona bede je odwiedza¢ naprzemiennie. Jedli ten warunek jest spelniony, to cykl Hamilto-
na istnieje — odwiedzam zawsze pierwszy nieodwiedzony jeszcze w przeciwnej grupie, a na koniec wracam
do wierzchotka startowego.

Kazdy graf trojdzielny jest hamiltonowski o ile jedna grupa nie ma wigcej wierzchotkéw niz suma dwoch
pozostalych. Rzeczywiscie, skoro dwa wierzcholki w jednej grupie nigdy nie beda odwiedzone bezposrednio
po sobie, to ten warunek musi by¢ spelniony. Narysujmy zatem wierzchotki grafu w trzech rzedach — w
pierwszym najwieckszej grupy. W drugim drugiej co do wielkosci grupy i dopetnijmy wierzchotkami trzeciej
grupy. W trzecim — reszte wierzchotkow trzeciej grupy, od lewej strony — ten rzad moze nie by¢ pelny
(moze by¢ nawet pusty). Wtedy cykle Hamiltona przedstawia ponizszy obrazek — przechodzi kolejnymi
kolumnami tych trzech wierszy.

Udowodnij, ze graf prosty o k spdjnych skladowych spelnia
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Rzeczywiscie, majac |V| wierzchotkéw bez krawedzi mamy |V| spéjnych sktadowych. Pozbycie sie jednej,
wymaga narysowania jednej krawedzi, wiec, zeby sktadowych mieé k, trzeba narysowaé co najmniej |V| -k
krawedzi.



11.

12.

13.

Dla kazdego wierzcholka istnieje co najmniej k£ — 1 wierzchotkéw do ktérych nie ma na pewno z niego
krawedzi. Odliczajac jego samego z pierwszego wierzchotka, moge narysowaé¢ krawedZ na co najwyzej
|V - k| sposobdéw. Z drugiego, nie liczac juz policzonej krawedzi do pierwszego wierzchotka na |V — k — 1|
sposoboéw. Zatem liczac krawedzie w ten sposéb mozemy sie doliczy¢ co najwyzej:
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krawedzi.

Pokaz, ze tych oszacowan nie da sie poprawic.

Rzeczywiscie, graf, w ktérym polaczono pierwszy wierzcholek z |V| -k innymi i nic wiecej ma jedna duza
skladowa zlozona z [V| -k + 1 punktéw i poza tym k — 1 samotnych wierzchotkéw, ktére tworza swoje
sktadowe. Zatem tych sktadowych jest k.

Graf, ktéry sklada sie z kilki o |V| -k + 1 wierzcholkach, a poza tym k — 1 samotnych wierzchotkéw ma k
sktadowych oraz W krawedzi.

Pokaz, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

a) T jest drzewem,

)
b) T nie ma cykli i ma |V] -1 krawedzi,
c) T jest spéjny i ma |V|- 1 krawedzi,
d)
e)
)

f

T jest spdjny, a usuniecie jednej krawedzi tworzy dwie spdjne sktadowe,
dwa wierzchotki T' sa potaczone doktadnie jedng droga,

T nie zawiera cykli lecz dodanie nowej krawedzi tworzy cykl.

a — b: skoro jest drzewem to nie ma cykli, skoro jest spdjny, to zawiera co najmniej |V|—1 krawedzi. Przez
indukcje dowodzimy, ze jest ich dokladnie [V| - 1. Rzeczywiscie, usuniecie jednej krawedzi rozspdjnia
drzewo na dwa drzewa o mniejszej liczbie wierzchotkéw n i m, ktére z zalozenia indukcyjnego majg n —1
im -1 krawedzi. Zatem cale drzewo man—-1+m-1+1=n+m-1=|V]|-1 krawedzi.

b — c: gdyby nie byl spdjny, sktadatby sie ze spdjnych sktadowych, ale skoro nie ma w nich cykli to
podobne rozumowanie, co w poprzednim punkcie pokazuje, ze krawedzi w kazdej spéjnej sktadowej jest o
jedna mniej niz wierzchotkéw, sprzecznosé.

¢ = d: usuniecie dowolnej krawedzi powoduje, ze bedzie |V| - 2 krawedzie, wiec na mocy poprzedniego
zadania, nowy graf bedzie sie skladal z wiecej niz jednej spdjnej skltadowej.

d — e: zalézmy przeciwnie, ze sg dwie roézne éciezki pomiedzy v i w. Wtedy usuniecie krawedzi bedacej
tylko na jednej z nich nie rozspdjnia grafu, sprzecznoscé.

e — f: skoro jest zawsze dokladnie jedna droga, to nie moze by¢ cyklu, bo on automatycznie daje dwie
drogi. Skoro jednak kazde dwa wierzcholki juz sa potaczone droga to dodanie nowej krawedzi tworzy druga
droge pomiedzy tymi wierzchotkami domykajac cykl.

f — a: gdyby graf nie byl spdjny, to dodanie nowej krawedzi pomiedzy wierzchotkami z dwdch réznych
spéjnych sktadowych nie tworzyloby cyklu. Wiec jest spéjny, a skoro nie ma cykli, jest drzewem.

Udowodnij, ze kazdy las o k spéjnych sktadowych ma |V| -k krawedzi.

Niech ten las sktada sie ze spdjnych skladowych (drzew) o liczbie wierzchotkéw ny, na, ..., ng. Na podstawie
poprzedniego zadania, liczba krawedzi w i-tym drzewie to n; — 1 (patrz poprzednie zadanie). Zatem caly
lasman; —l+ng—1+--+ng—1=ny+...+n,—k=|V|-k wierzcholtkéw.



