Algebra dla MSEM 1, 2019/2020

sprawdzian — rozwigzania

12 listopada 2019

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij!

Zadanie 1

Niech A, p, = [n,n +1+sin (%)] c R, n,m € N. Oblicz:

2)
b)

a)

b)

U:lo=0 An,20193
Nazo Um=o An,m;

Rozwiazanie:

Twierdze, ze Uprg An 2019 = N. Rzeczywiscie, sin% = -1, wiec [n,n+1+sin(%)] = {n}. A zatem

UnZo An.2019 = Upzo{n} = N.

Niech By, = Up—g An,m- Twierdze, ze B, = [n,n + 2]. Rzeczywiscie, jesli m = 2k, to sin 75~
[n,n+1]. Je$li m = 4k + 1, to sin & = 1, wigc Ay, m = [n,n + 2], zas jedli m = 4k + 3, to sin
Apm ={n}. Zatem B, =Up_o Anm = [n,n+1]u[n,n+2]u{n}=[n,n+2].

A zatem Ny2g Um_o Anm = N B = Mo, n+2] = @, bowiem, Nee g Bn = Neo[n, n+2] € [0,2]n[3,5] = @.

=0, wiec Ay =

== -1, wige

Zadanie 2

Niech £ bedzie relacja zadang na P(N), w taki sposéb, ze A € B, jedli A € B oraz B\ A jest skonczonym zbiorem
o parzystej liczbie elementow.

a)
b)

c)

Udowodnij, ze € jest porzadkiem czesciowym na P(N).
Czy ten porzadek jest liniowy? Czy jest gesty?

Narysuj diagram Hassego porzadku P({0,1,2,3}),E. ZnajdZ elementy minimalne, maksymalne, najwicksze
i najmniejsze (o ile istniejg).

Rozwiazanie:

Jest zwrotny, bo dla kazdego zbioru A ¢ N, A ¢ A oraz A\ A = @ jest zbiorem skoficzonym o zerowej,
wiec parzystej liczbie elementéow, wigc A C. Jest antysymetryczny, bowiem jesli A € B oraz B £ A to w
szczegblnosci A € B oraz B ¢ A, wiec A = B. Jest przechodni, bowiem A € B oraz Bt C to A € B oraz
Bc(C,wiec AcC. Co wiecej B\ A oraz C' \ B sa skonczone i parzystej mocy. Zauwaz, ze, w zwiazku z tym,
ze AcBcC,to ANC=(ANB)u (B~ Q) jest tez skoficzony i o parzystej mocy.

Nie jest to porzadek liniowy, bo np. {1} ¢ {2}, ani {2} ¢ {1}. Nie jest tez gesty, bo nie istnieje zaden podzbiér
pomiedzy @ c {0,1}, bowiem jesli @ = A = {0,1}, to A c {0, 1}, ale musi sie r6zni¢ parzysta liczba elementéw
od @, wiec A=@ lub A={0,1}.



{0,1,2,3}

{0,1} {0,2} {0,3} {1,2} {1.,3} {2,3} {0,1,2} {0,1,3} {0,2,3} {1,2,3}

c)
Elementy minimalne: @, {0}, {1}, {2}, {3}, zatem nie ma elementu najmniejszego.
Elementy maksymalne: {0,1,2},{0,1,3},{0,2,3},{1,2,3},{0, 1,2, 3}, zatem nie ma elementu najmniejszego.

Zadanie 3

Niech relacja ~ na zbiorze R bedzie zadana nastepujaco x ~ y wtedy i tylko wtedy, gdy 3.ezz -y = z7.

a) Podaj przyklad dwoch réznych liczb, ktére pozostaja ze soba w tej relacji oraz dwoch liczb, ktére nie maja
tej wlasciwosci.

Sprawdz, ze ~ jest relacja rownowazno$ci.

Oblicz [20207] .

Oblicz moc zbioru ilorazowego.

Oblicz moc poszczegdlnych klas abstrakeji.

Rozwiazanie:

a) 0~ m, bowiem 0 —7 = (-1)7 i -1 € Z. Natomiast 1 ¢ 0, bowiem 1 -0 = 1 nie jest calkowita wielkokrotnoscia
.

b) Jest zwrotna, bo dla kazdej liczby x, z — x = 0 = Om, wiec = ~ x. Jest symetryczna, bowiem jesli a ~ b, to
istnieje z € Z, ze a—-b = zmw, czyli b—a = (—2)7 oraz —z € Z, a zatem b ~ a. Jest tez przechodnia, bo jesli a ~ b i
b~ ¢, to istniejg z,t € Z, ze a—b = zw oraz b— ¢ = tw. Zatem a - ¢ = (z +t)m oraz oczywiscie z +t € Z, a zatem
a~c.

¢) Oczywiscie [20167], = {z € Riz ~ 20167} = {x € R:J,ezx — 20167 = 27} = {z € R:,zx = (2 + 2016)7} =
{zm:z € Z}.

d) Zauwaz, ze jesli a,b € [0,7) oraz a # b, to a ¢ b, a zatem [a]. # [b].. A zatem funkcja f:[0,7) - R/ ~
zadana f(a) = [a]. jest réznowartoéciowa, a zatem |[R/ ~ | > ¢, ale poniewaz |R/ ~ | < |R| = ¢, to z Tw.
Cantora-Bernsteina, |R/ ~ | = c.

e) Niech a € R. Wiemy, ze [a]. = {a + zm: 2 € Z}, a zatem funkcja ¢:Z — [a]. zadana wzorem g(z) = a + 27 jest
bijekcja. A zatem dla kazdej liczby a € R, |[a].| = |Z| = Ro.
Zadanie 4

Zaznacz na plaszczyznie zespolonej zbiér

A={zeC:Re(iz*) <0}
oraz zbiér

B={z+1+ieC:ze A}.

Mamy Rez < 0, gdy argx € (7/2,3pi/2), zatem Re(iy) < 0, gdy argy € (0,7), zatem z € A, gdy argz =
(0,7/3)u (2n/3,m) U (47/3,57/3) (niebieski).

Oraz gdy Z € A, to argz € (-7/3,0) u (7,47 /3) u (7/3,27/3). Ten zbidr przesuwamy o 1+ (jeden w prawo i
w gore), by dostaé zbiér A (czerwony).



Zadanie 5

Znajdz wszystkie liczby zespolone z takie, ze 28 + 64i = 0.
Czyli 2% = —64i, a |z| = 64, zatem modut szukanych liczb to 2, natomiast arg z = 37”, zatem moduly szukanych
liczb to 7§ + %“ Zatem te liczby to: 2e"™/* = \/2 +i\/2, 2eT™i/12 2e117i/12 965mi/4 — _ /9 4 i\ /2 2e197i/12 9¢237i[12



