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ma rzad 2 wtedy i tylko wtedy, gdy ad — bc # 0.

1. Wykazaé, ze rzad macierzy

Rzeczywiscie, jesli ad = be, to d(a,b) = (ad,bd) = (be,bd) = b(c, d), zatem ta macierz ma rzad < 1. Jesli
ta macierz ma rzad < 1, to rzedy sa liniowo zalezne. Zakladajac, ze zaden z wierszy nie jest zerowy, mamy
z(a,b) = (¢,d) dla pewnego x € K. Zatem za = c oraz xb = d. W takim razie, ad = zab = be.

2. Wykazad, ze jesli A = [a;;] € M3x3(R) jest niezerowa macierza taka, ze a;; = —a;;, to r(A4) = 2.

W takim razie ta macierz ma postaé

0 a b
—a 0 ¢
b —c 0

Oczywiscie r(A) > 2, jedli co najmniej jedno z a, b, ¢ jest niezerowe, ale a(—b, —c,0)—b(—a, 0, ¢)+¢(0,a,b) =
(0,0,0), zatem r(A) < 2, czyli r(A) = 2.

3. Niech baza V bedzie (1,-1,1,1,-2), (4,4,—4,—4,0), (3,1,3,—1, 3), za$ baza W wektory (—1,0,1,0,0),
(0,—1,0,1,0), (=1,0,0,0,1). Uzupelnié¢ baze przestrzeni V do bazy calej przestrzeni R® korzystajac z
wektorow z W.

Wypisuje macierz i ja przeksztatcam:
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Otrzymalismy 4 wierszy niezerowych, wiec zadanie nie jest wykonalne — nawet potaczone bazy obu prze-
strzeni nie rozpinaja R>.

4. Opisa¢ ukladem réwnan liniowych przestrzen lin((—9, 3,6, —3), (—4,2,1,5), (=5,5,4,3)).

Rozwiazanie:
Wypisujemy macierz ukladu réwnan na mozliwe wspélczynniki, kolejnosé kolumn ay, as, as,a; (kolumna
zer w pamieci):
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A wiec rozwiazanie bazowe to (a1, —2a1,3a1, a1), czyli przestrzen wspolczynnikéw jest jednowymiarowa, a
jej baza to np.: {(1,—2,3,1)}, czyli szukany uklad réwnan sklada sie z jednego réwnania i jest to réwnanie:

T, — 229 +3x3 + x4 =0

. Zmalez¢ wymiar podprzestrzeni przestrzeni K[z] zlozonej z wszystkich wielomianéw stopnia mniejszego
od 6 podzielnych przez x — 1.

Zauwazmy, ze x° — xt, 2% — 23, 2% — 22,22 — 2,2 — 1 jest ukladem wektoréw liniowo niezaleznych w tej

przestrzeni. Co wiecej, jedli w jest w tej przestrzeni, to w = v(z — 1), gdzie v = ax* +bx® + cax® + dr + e jest
wielomianem stopnia co najwyzej 4. Wtedy: w = a(x® —2*)+b(2* —23) +c(2® —2?) +d(2? —z) +e(x—1) jest
kombinacja tego wybranego uktadu wektoréw. Zatem jest on baza i wymiar badanej przestrzeni wynosi 5.

. Niech uklad {v1,...v,} bedzie bazg przestrzeni liniowej V. Niech w = Y"1, a;v;. Wykaz, ze nastepujace
warunki sa rownowazne:

(i) Uklad {v1 +w,...v, +w} jest bazg V,
(il) w € lin(vy +w, ... v, +w),

(i) 7, a; # —L.

Implikacja (i) — (i7) jest oczywista.

Udowodnijmy, ze z (ii) wynika (ii¢). Skoro dla pewnych by,...,b,, w =b1(v1 + w) + ... + by (v, +w), to
mamy

Zawi =w=b(vi+w)+...+by(vp+w)=br1+ar(bi+...+b))vi+...4+ by +an(by +...4+bn))vn,
i=1

a skoro {vq,...v,} jest baza, to a; = b; + a;(by + ... + by,) dla kazdego 4. Ale jedli Y, a; = —1, to
—1=>3".b; —1(>_, b;), czyli —1 = 0, sprzecznos¢.

Dowodzimy, ze z (iii) wynika (i¢). Wystarczy pokazaé, ze te wektory sa liniowo niezalezne. Zatem niech
bi(vi +w)+ ...+ by(v, +w) =0,
wtedy
0=bi(vy+w)+...+bu(vy,+w)=(b1+a1(b1+...+b)vi + ...+ (by + an(br + ...+ by))vy,

a skoro {v1,...v,} jest baza, to 0 = b; + a;(by + ...+ b,) dla kazdego . W takim razie suma wszystkich
0=22bi +(2;ai) (3 0i) = (L4325 ai)(20; b), & skoro 37 a; # —1, to 1+ 32 a; # 0, wiee 35, b; = 0.

Ale wtedy 0 = b; dla kazdego 4, co dowodzi liniowej niezaleznosci, a wiec tego, ze {v1 + w,...v, +w} jest
baza V.

. Niech Q(v/5) z naturalnym dodawaniem bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem Q(v/3) z mnozeniem o.
Wiedzac, ze V3o0l=2+ \/5, wylicz V3 0+/5.

W takim razie

301(V3-V3)ol=V30(V301)=v30(2+V5)=v302+v30V5,

Zatem

V30v5=301—V302=(1+14+1)0o1—v30(1+1) =14+1+1—-v301-v301 =3-4-2V5 = —1-2V5.
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Zilustruj twierdzenie Steinitza o wymianie na przykladzie bazy standardowej R* oraz ukladu wektoréw
((727 17 Oa 73)7 (23 717 17 3))

Twierdzenie Steiniza méwi, ze kazdy uklad liniowo niezalezny, w tym przypadku
((-2,1,0,-3),(2,—1,1,3)),

moge uzupelnié¢ do bazy uzywajac w tym celu wybranych wektoréw z pewnej ustalonej bazy (w tym wypad-
ku standardowej). I rzeczywiscie w tym przypadku wystarczy wziaé¢ np. (0,1,0,0),(0,0,0,1). Sprawdzmy:

2 1 0 -3 2 1 0 -3 2 1 0 -3
9 1 1 3 0 01 0 0 10 0
0 1 0 0 |2 o 10 o |¥22%| o 01 0o |
0 0 0 1 0 00 1 0 00 1

czyli rzeczywiscie dostaliémy baze.

. Niech K bedzie przestrzenia liniowa nad cialem liczb wymiernych Q wszystkich funkcji R — R ze stan-

dardowymi dzialaniami.

a) Czy zbiér A C K wszystkich funkcji parzystych jest podprzestrzenia liniowg?
Niech f, g beda funkcjami parzystymi, wtedy (f +g)(—z) = f(-2) +g(—=z) = f(z)+g(z) = (f +9)(2),
wiec f + g jest funkcjg parzysta.
Jedli dodatkowo a € R, to (af)(—z) = af(—z) = af(x) = (af)(z). Czyli af tez jest parzysta, zatem
to jest podprzestrzen.

b) Czy zbiér B C K wszystkich funkeji nieparzystych jest podprzestrzenia liniowa?
Niech f,g beda funkcjami nieparzystymi, wtedy (f + g)(—z) = f(—x) + g(—z) = —f(z) — g(x) =
—(f + g)(x), wiec f + g jest funkcja nieparzysta.
Jedli dodatkowo a € R, to (af)(—x) = af(—x) = —af(x) = —(af)(x). Czyli af tez jest nieparzysta,
zatem to jest podprzestrzen.

¢) Opisz AN B.
Jedli — f(x) = f(—z) = f(x), to f(z) =0, zatem AN B = {0}, gdzie 0 to funkcja stale réwna zero.

d) Udowodnij, ze kazda funkcje f € K mozna jednoznacznie zapisaé¢ jako sume funkcji parzystej i niepa-
rzystej.
Rzeczywiscie majac funkcje f, niech g(x) = (f(z) + f(—x))/2 jest oczywiscie funkcja parzysta, nato-
miast h(z) = (f(z) — f(—x))/2 jest funkcjg nieparzysta, oraz f(x) = g(x) + h(x).
Zalézmy teraz, ze f = ¢’ + b/, gdzie ¢’ tez jest parzysta, a h’ jest nieparzysta. Wtedy f(—
g (—x) + b (—x) = ¢'(x) — W' (x), Zatem ¢'(z) = (f(x) + f(—x))/2 = g(x), wiec réwniez h'(x) =

e) Czy zbiér C C K wszystkich funkcji okresowych jest podprzestrzenia liniowa?
Nie, np. f(z) = |z] oraz g(x) = |xv/2] sa okresowe, ale f + g juz nie, bowiem (f + g)(z) = 0, wtedy
i tylko wtedy, gdy x,2v2 € Z, co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0. Rzeczywiscie, zakladaja
przeciwnie zv/2/x = v/2 € Q, co nie jest prawda.

) =

f) Czy zbiér F C K wszystkich funkcji o okresie bedacym liczba wymierna jest podprzestrzenia liniowa?
Tak, oczywiscie, jesli f jest funkcjg okresowa, to af jest funkcja o tym samym okresie. Niech zatem f, g
beda funkcjami o okresach odpowiednio p/q,p'/q' € Q, p,v’,q,¢' € N\ {0}. Wtedy (f + g)(pp’ + z) =
for" +2)+9pp’ +2) = f(0'a- (p/a) + =)+ flpd - W' /d) + 2) = f(z) + g(x) = (f + 9)(x), wiec f+g
ma okres pp’ € N C Q.

g) Opisz F NQ[x].

Niech w(zx) bedzie wielomianem o wspé6lczynnikach wymiernych o okresie ¢ € Q. W takim razie wielo-
mian w(z)—w(0) ma nieskonczenie wiele pierwiastkéw, czyli w(x) —w(0) = 0, zatem w(z) = w(0) € Q,
wiee F'NQ[z] to zbiér wszystkich funkeji stalych o wartodci wymiernej.

Niech W =lin(vy, ..., v,) bedzie podprzestrzenia przestrzeni V. Udowodnij, ze dim W = n wtedy i tylko
wtedy, gdy v1,...,v, jest baza przestrzeni W.

Oczywiscie, jesli jest to baza, to oczywiscie dim W = n. Zalézmy zatem, ze dim W = n oraz, ze vy,..., 0,
nie jest baza, czyli nie jest liniowo niezaleznym uktadem wektoréw. Zatem pewien z nich, powiedzmy v;
jest kombinacja pozostalych. Ale wtedy W = lin(vy, ..., 0i—1,Vit1,---,Un), zatem dim V < n — 1.



