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1. Niech Q(v/5) z naturalnym dodawaniem bedzie przestrzenia linowa nad ciatem Q(+/7) z mnozeniem o.
Wiedzac, ze (1 +1/7) 01 =2+ /5, wylicz V7 o /5.
Mamy

(1—\/?)0((1—&—\/?)01):(1—ﬁ)o(2+\/§):102—1—10\/»—\/?02—\/»0\/5,

zatem

VToVs=1024+10V5-V702— (1= V7)o ((1+V7)ol)=
=24V5—VTo(141)—(1-7)ol = 24V5-VTol—/Tol—lol—lol+lol 1ol (14+1+14+1+1+1)ol =
=24V5—(1+VT)ol—(1+VT)ol+1+14+1+1+1+141+1 = 24+V5—(24+V5)— (24+V5)+8 = 6— /5.

2. Niech V' = R[] bedzie przestrzenia wszystkich wielomianéw o wspdlczynnikach rzeczywistych traktowana
jako przestrzen liniowa nad ciatem Q. Niech A C V bedzie zbiorem wszystkich wielomianéw o wymiernym
wyrazie wolnym, zas B C V zbiorem wszystkich wielomianéw o wymiernym wspélczynniku przy wyrazie
o najwyzszej potedze. Zbadaj, czy zbiory A lub B sa podprzestrzeniami liniowymi.

Niech v,w € A. Wtedy v+ w € A, bowiem réwniez wyraz wolny tego wielomianu jest sumg wyrazéw wol-
nych, czyli liczb wymiernych, jest wiec liczba wymierna. Jesli dodatkowo g € Q, to qw € A, bowiem wyraz
wolny tego wielomianu jest iloczynem wymiernego wyrazu wolnego wielomianu w oraz liczby wymiernej
q, jest wymierny. Zatem A jest podprzestrzenia tej przestrzeni.

Tymczasem B nie jest podprzestrzenia, bowiem —xz2 4+ /2,22 € B, ale (—22 + 2z) + 22 = V22 ¢ B.

3. Niech V = {z € C: |z| = 1} z okre$lonym dodawaniem z; @ 2o = z1 - z5. Niech K bedzie dowolnym
cialem. Udowodnij, ze nie da sie¢ tak zdefiniowa¢ operacji mnozenia elementéw V przez skalary z K, zeby
otrzymana struktura byla przestrzenia liniowa.

Zalézmy przeciwnie, ze istnieje taka przestrzen liniowa oraz oznaczmy mnozenie przez skalar jako o.
Zauwazmy, ze —1 € V oraz —1 @ —1 = 1, oraz 1 € V jest wektorem zerowym w tej przestrzeni, bowiem
z@®1 = z. W takim razie 0o (—1) =1=—-1@—-1= (1+1)o(—1). W takim razie w ciele K, 1+1 =0, bow
przeciwnym wypadku istnieje odwrotnoéé a skalara 1+1, ale to oznacza, ze 1 = aol = (a-(14+1))cire(—1) =
1o (—1) = —1, co nie jest prawda.

Ale biora zamiast —1 liczbe z = —1/2 + v/3i/2 dowodzimy analogicznie, ze w naszym ciele 1 + 1 = 0.
Zatem 1+1=141+41, czyli 1 = 0, co stanowi sprzecznos¢.

4. Wykaz, ze uktad ((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)) wektoréow w R* jest liniowo niezalezny. Uzupeij go do
bazy R* i w znalezionej bazie oblicz wspoéirzedne wektora (1,1,1,1).

Rzeczywiscie uktad ten wpisany do macierzy wierszami daje od razu posta¢ schodkowa. Jest wiec liniowo
niezalezny. Po dodaniu wektora (0,0,0, 1) stanowi baze R* (bo ma 4 wektory i nadal jest liniowo niezalezny
7 tej samej przyczyny). Mamy tez:

(1,1,1,1) = 1(1,1,0,0) + 0(0,1,1,0) + 1(0,0,1,1) + 0(0,0,0, 1),

zatem szukane wspolrzedne to 1,0, 1,0.



5. Niech V = 1in((1,2,3,4),(2,3,4,5),(3,4,5,6),(1,1,2,3)) C R* Znajdz ukltad réwnan liniowych opisuja-
cych V.

Uklad réwnan opisujacy wspotczynniki szukanego uktadu rownan to:
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Zatem rozwiazanie ogélne to (0, as, —2ay4, aq), czyli jedyny wektor bazowy przestrzeni wspélczynnikéw to
(0,1,—2,1), zatem V jest opisana jednym réwnaniem:

T2 72134’1’4 =0.
6. Znajdz baze i wymiar podprzestrzeni V C R® rozwigzan ukladu réwnan:

$1+I275L'3+1’4:0
2x1 +2x9 — 3x3 — x4 + 525 =0

Rozwiazujemy:

[1 1 -1 1 00] [1 1 -1 1 00]
wy — 2wWq wy — W
_— e

2 2 -3 -1 5|0 00 -1 -3 50
11 0 4 -5]0 _(_1)1104f50
00 -1 -3 510" "l 013 =5]0

Zatem rozwiazanie ogélne to (—xo — 4x4 + Sx5, T2, —3x4 + S5, T4, T5), a zatem baza V to
((_L la Oa 07 0)7 (_47 07 _Sa 17 0)7 (5a Oa 57 07 1))

oraz dimV = 3.



