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1. Sprawdz, ze p e N\ {0,1} jest liczba pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy Z, jest cialem.

Zalézmy, ze p jest liczbg pierwsza. Jedyng nieoczywista rzecza jest istnienie odwrotnoéci. Ale jedli a € Z,
ia+0toaip sy wzglednie pierwsze, wiec z Malego Twierdzenia Fermata aP~' dzieli sie przez p z reszta
1. A zatem a-a?2=1w Z,.

Jedli natomiast p = ab, gdzie a,b # 1 oraz a,b >0, to ab=0 w Z,. Zalézmy dazac do sprzecznosci, ze Z,
jest ciatem. Wtedy istnieje a™!, a wiec a™lab = 1-b = b z jednej strony ale a™tab = a™' -0 = 0 z drugiej.
Zatem b = 0 wbrew zalozeniu.

2. Niech K bedzie cialem oraz a,b,c e K. Wykaz, ze

(a) jeSlia+c=b+c, to a=b.
Skoro K jest cialem to istnieje —c. Korzystajac z taczno$ci dodawania oraz wlasnosci zera mamy
wiec:
a=a+0=a+(c+(-c))=(a+c)+(-c)=(b+c)+(-c)=b+(c+(-¢c))=b+0=b.
(b) jesli ac = bc oraz ¢+ 0, to a = b.
Skoro K jest cialem to istnieje ¢™!. Korzystajac z tacznosci mnozenia oraz wlasnosci jedynki mamy
wiec:
a=a-1=a-(c-ct)=(a-¢)-ct=(b-¢)-ct=b-(c-c')=b-1=b,
(¢) a-0=0oraz (-1)-a=-a.
Zauwazmy, ze a-0+a=a-0+a-1=a-(0+1) =a-1=a=0+a, a zatem na mocy pierwszej z
udowodnionych tozsamosci mamy a-0 = 0.
A zatem (-1)-a+a=(-1)-a+1l-a=(-1+1)-a=0-a=0=—-a+a, a zatem znéw na mocy pierwszej
z udowodnionych tozsamosci mamy (-1)-a = —a.

3. W Zs znalez¢:
(a) -3 oraz 471,
W Zs -3 =2, bowiem 3+2=0. 47! =4, bowiem 4-4 =1 (w Z 4-4 = 16, dzieli si¢ przez 5 z reszta 1).
(b) wszystkie rozwiazania réwnania 22 + 3 = 0
A zatem z2 = -3-271 =2.3 =1, a liczbami o tej wlasnosci w Zs sa 1 oraz 4.
(c) wszystkie rozwiazania réwnania x° — 1 = 0.
A zatem 2° = 1. Mamy 1° = 1, 2° = 2, 3% = 3 oraz 4° = 4 (jedli kto$ nie chce liczyé¢ moze skorzystaé z
Malego Twierdzenia Fermata). A zatem jedyna taka liczba jest 1.
4. Skonstruuj ciato zlozone z 4 elementéw.

Istnieje cztero-elementowe cialo {0, 1,a,a + 1} w ktérym operacje dzialaja w nastepujacy sposob:

+ | 0 1 a  a+l
0 0 1 a a+1
1 1 0 a+1 a
a a a+1 0 1
a+1|a+1 a 1 0



- o 1 a a+l
0 0 0 0 0
1 0 1 a a+1
a 0 a a+1 1
a+1(0 a+1 1 a

5. Niech a,b,c € C oraz a # 0. Niech d € C bedzie liczbg taka, ze d? = b? — 4ac. Wykazaé, ze pierwiastkami

wielomianu az? + bz + ¢ € C[z] sa liczby =224 oraz ==
a

2a

Rzeczywiscie,
a(=b+d/2a)* + b(=b+d/2a) + ¢ = b*[4a — bd/2a + d* [4a - b* |2a + bd/2a + ¢ = (b - 4ac) [4a - b* [4a + ¢ =
=b?[4a-c-b*[da+c=0
oraz
a(=b—d/2a)* + b(=b—d/2a) + ¢ = b*[4a + bd/2a + d* [4a - b* |2a — bd/2a + ¢ = (b - 4ac) [4a - b* [4a + ¢ =
=b?[4a - c-b*[da+c=0.
6. Niech f € R[z]. Wykazaé, ze:

(a) jesli c € C jest pierwiastkiem wielomianu f w C, to ¢ tez jest pierwiastkiem f,
Niech c=a-(cos¢ +ising), a,¢ € R. Niech f =ag+ar1x+...+a,z", ag,...,a, € R. W takim razie:

0= f(c) = ag+aic+.. . +a,c™ = ag+ara(cos p+isin @) +aza®(cos 2p+isin 2¢)+. . .+a,a"™ (cos ng+isinne),
Zatem
0=ajaising +aga®isin2¢ + ... +ana™isinng = —(ayaisin(-¢) + aza’isin(-2¢, . .. + anaisin(-ng)),
Zatem
0= f(c) = ap+ara(cos(-p,isin(-¢))+aza’(cos —(2¢) +isin(-2¢)) +. . .+a,a™(cos(—neg)+isin(-nep)) =

= f(o),
czyli € to tez pierwiastek.

(b) wielomian f rozklada sie nad R na czynniki stopnia < 2.
Na postawie poprzedniego punktu wystarczy zauwazy¢, ze

(z-c)(z—-¢) =2 - (c+c)x+cc=12*-20(c)z +|c[* e R[z].

7. Dla kazdego z ponizszych wielomianéw znalezé wszystkie jego pierwiastki, roztozyé¢ ten wielomian nad C
na czynniki stopnia 1 oraz roztozyé¢ go nad R na czynniki stopnia < 2.
(a) 22 +4x +5,
A =16-20 = -4, d = 2i, wiec mamy pierwiastki -2 - oraz —2+1, czyli ¥* +4x+5 = (v +2+7)(z+2-1)
w liczbach zespolonych. To juz jest wielomian stopnia < 2, je$li chodzi o jego rozktad w liczbach
rzeczywistych.

(b) z*-22% +4,
Niech z = 2, wtedy mamy wielomian 22 -22+4=0. A=4-16=-12,d = 2i\/3, zatem ten wielomian
sie zeruje w z € {1-4iv/3,1+iV/3}, czyli dla 2 € {\/6/2+iv/2/2,—V/6/2 +iV/2/2,V/6/2 - in/2/2, —/6/2 -
iv2/2}, czyli

2t =227+ 4= (2 -V6/2-iV2/2)(x - V6/2 +iV2/2) (x +V6/2 - iV/2/2) (x + V6/2 +iV2/2)
czyli w liczbach rzeczywistych rozklada si¢ na:

ot =222 + 4 = (2% - 2V/6x + 2) (2 + 2V/62 + 2).
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Mamy 27 - 2 = z(2® - 1), a zatem pierwiastki to 0 oraz pierwiastki széstego stopnia z 1, czyli

1,1/2+4V3/2,-1/2 +iV/3/2,-1,-1/2 - i7/3/2,1/2 = iv/3/2, a zatem:
e —z=a(z-1)(x-1/2-iV3/2)(z+1/2-iV/3/2)(z + 1) (x + 1/2+iV3/2)(z - 1/2 + i/3/2)
co w rozkladzie w liczbach rzeczywistych daje:

 —z=x(z-D)(z+1) (2 -z +1)(2® +z +1).

8. Niech K bedzie ciatem. Wykazadé, ze:

(a)

Wielomian stopnia n o wspolczynnikach w K moze mie¢ w K co najwyzej n réznych pierwiastkéw.
Dowiedziemy indukcyjnie. Rzeczywiscie, dla n = 0 teza jest oczywista. Zalézmy zatem, ze dla n — 1
zachodzi badana teza, oraz ze f jest wielomianem stopnia n oraz a € K jest jego pierwiastkiem.
Wobec tego f(z) = (x —a)g(z) dla pewnego wielomianu stopnia n—1. f(z) = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy x = a lub gdy g(z) = 0, ale g na mocy zalozenia indukcyjnego ma co najwyzej n— 1 pierwiastkdw.
Przeksztalcenie K[z] - KX przypisujace kazdemu wielomianowi odpowiadajaca mu funkcje wielo-
mianowsa jest réznowartosciowe wtedy i tylko wtedy, gdy K jest cialem nieskonczonym.

Zauwazmy, ze jeSli K = {0,aq,...,ay,} jest cialem skonczonym to dla kazdego 1 <4 < n istnieje p; € N,
ze al’” = 1. Zatem wielomian

fl@)=az(@™ -1)(a?-1)-...- (2P - 1)

ma te ceche, ze f(x) =0 dla kazdego x € K, a zatem ma te sama funkcje wielomianowa, co wielomian
0, bedac od niego réznym.
Zauwazmy réwniez, ze jeSli K jest nieskoficzone oraz f(x) = 0 dla pewnego wielomianu f € K[xz]
oraz kazdego x € K, to f = 0. Zalézmy, ze f + 0 dazac do sprzecznosci, ktéra osiggamy od razu jesli
stopien wielomianu jest réwny 0. Jesli natomiast stopien f jest réwny n > 0, to poniewaz dla kazdego
xe K f(x)=0, mamy ze

flxy=alx-z1) ...-(x-z,),

dla pewnych a € K ~ {0} oraz z1,...,2, € K. Ale istnieje b € K \ {x1,...,z,} 1 wstawiajac b do
poOwyZszego wyrazenia otrzymujemy sprzeczno$c.

Zatem zal6ézmy przeciwnie, ze istnieja rézne f, g € K[z], majace te same funkcje. Wtedy f—g ¢ K[z]
bedzie wielomianem réznym od 0, takim ze dla kazdego x € K, (f — g)(x) =0, co daje sprzecznosc.



