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¢wiczenia 11. — rozwiazania
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1. Na zbiorze A = R? zadano relacje R nastepujaco
(21, y1)R{w2, y2) = 7 + i = 5 + 1.

a) Wykaz, ze R jest relacja réwnowaznosci.
Rzeczywiscie, jest
e zwrotna, bo dla kazdych z,y1, 23 + 45 = 23 + y3, wiec (z1,y1)R{z1,v1),
e symetryczna, bo jesli (z1,y1)R{x2,y2) to

2,.2_ .92 2
T1+Y =T+ Y,

czyli
w5 +ys = 2f + i,
wige (2, y2)R(z1, 1),
e przechodnia, bo jesli (x1,y1)R{x2,y2) 1 (72,y2)R{(w3,¥3), to % + y? = 22 + y2 = 22 + 93, zatem
(z1,91)R (w3, y3)
b) Czy kazda klasa abstrakeji jest réwnoliczna z R?
Nie, jesli (z1,41)R(0,0), to 2% +22 = 0, zatem z; = y; = 0, czyli [(0,0)]r = {(0,0)} jest jednoelementowa
i nie jest réwnoliczna z R.
¢) Cazy zbior ilorazowy A/R jest réwnoliczny z R?
Tak, bowiem dla kazdego x,y € [0;00), {x,0)R(y,0) wtedy i tylko wtedy, gdy z* = 42, czyli gdy z = y.
Zatem f:[0;00) > A/R, zadana wzorem f(x) = [(0,z)]r jest funkcja réznowartodciowa. Mamy zatem
|A/R| > ][0;00)| = [R| oraz |A/R| < |A| = R x R| = |R|, zatem z Tw. Cantora-Bernsteina, |A/R| = |R|

2. Dla f:R — R, niech R oznacza relacj¢ na zbiorze R taka, ze Ry wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) = f(y).
Podaj przyktad:

a) f takiego, ze Ry ma nieprzeliczalnie wiele nieskonczonych, ale przeliczalnych klas abstrakeji,
Np. f(x) = sinz, wtedy [x]r, = {+x+2km:k € Z}, co jest zbiorem przeliczalnym. Dla kazdego x € [0, 7/2]
dostajemy inng klase abstrakcji, wiec oczywiscie jest ich nieprzeliczalnie wiele.

b) f takiego, ze Ry ma nieskoiiczenie, ale przeliczalnie wiele nieprzeliczalnych klas abstrakcji.
Np. f(z) = |z]. Klasy abstrakcji to [z],r, = [[«];|x] + 1) zatem sg zbiorami nieprzeliczalnymi i jest
ich tylko przeliczalnie wiele.

3. Niech A ={1,2,3,...,10}2. Okreélamy relacje < na zbiorze A nastepujaco:
(kl,k2> < (nl,ng) S d kl >N A kl + kg =N1 + Na.

a) Wykaz, ze < jest czeSciowym porzadkiem.
Sprawdzamy, ze jest:
e zwrotny, bo ki = ki oraz ky + ko = k1 + ko, wiec dla kazdych ki, ko, (ki, ko) < (k1, k2)
e antysymetryczny, bo jesli (k1, ka) < (n1,ns) oraz (n1,na) < (k1, k), to w szczegdlnosci ny > k1 > nq,
wiec k1 =nq, a skoro k1 + ko = nq + no, to réwniez ko = no.



e przechodni, bo jesli (k1, ko) < (n1,ns) oraz (ny,ns) < (my,ma), to my > ny > ky oraz ky + ko =
ni +mng =my +ma, a zatem (k1, ko) < (m1,ma).

b) Czy jest to porzadek liniowy?
Nie, np. (1,1) £ (1,2) oraz (1,2) £ (1,1), bowiem do kazdego byloby niezbedne, zeby 1+1 =1+ 2, co
nie jest prawda.

c¢) Znajdz wszystkie elementy minimalne.
Dla kazdego (a,b) € A%, gdzie a # 10,b # 1, mamy (a+1,b—1) € A? oraz (a+1,b-1) < {a,b), wiec takie
elementy nie sa minimalne. Tym czasem jesli {(a,b) < (10,¢), to a > 10, czyli a = 10 i w takim razie
¢ = b, czyli kazdy element (10,c¢) dla ¢ € A jest minimalny. Podobnie, jesli {(a,b) < (¢, 1), to a > ¢, ale
a+b=c+1<a+1, zatem b<1, czyli b= 1, zatem tez a = ¢, zatem kazdy elementy (c, 1), dla c € A jest
takze minimalny.

. Ile jest par liczb zespolonych w, z, ktére spelniaja uktad réwnan

223 + 5w” =12
323+ Tw’ =17

7

W takim razie w” = 2, 23 = 1, wobec tego jest 7 mozliwych wartoéci w oraz 3 mozliwe wartosci z. Razem

21 par.
. Niech A, =[1+1/n;1+6/n), ne N\ {0}. Opisz zbiory U;>; A, 1 Npey An.

Mamy A; = [2;7),42 = [3/2;4),A43 = [4/3;3), A4 = [5/4;5/2),As = [6/5;11/5),As = [7/6;2). Zatem
Mooy An € A1 0 Ag =@, zatem Mooy A, = 2.

Tymczasem Use, Ay, = (1,7). Rzeczywiscie, jesli z € [2;7) to x € Ay € U2, Ay Jedli natomiast z € (1,2),
to niech n=[1/(x -1)]. Wtedy 1/n<x-1<1/n+1<6/n, czyli z € A,, a zatem = € U;~; A,. Oczywiscie,
jeSliz <1 1lub z >7, to dla kazdego n, x <1+ 1/n lub x> 1+ 6/n, zatem x ¢ A,,, czyli ¢ U5y An.

. Dla kazdego z nastepujacych zdan udowodnij lub podaj kontrprzyktad:
a) dla kazdych zbioréw A,B,C, AnB=AnC = B=C,
Nieprawda. A =@, B =2, C ={0}.
b) dla kazdych zbioréw A, B,C, AuB=AuC = B=C,
Nieprawda. A = {0}, B =g, C = {0}.
¢) dla kazdych zbioréw A, B,C, B=C = AuB=AuC.
Prawda. Zalézmy, ze B = C. Mamy x € Au B, wtedy i tylko wtedy, gdy x € A lub z € B = C, wtedy i
tylko wtedy, z € AuC.
. Zmajdz bijekcje f:[0;3] = [0;1] u [2;4]. Czy istnieje taka bijekcja f, ze f(0) =37

Odpowiemy na oba pytania jednoczesnie znajdujac odpowiednia bijekcje. Niech

3, z=0
x-1, xe€[l;2]
2, r=3
xT) =
f(@) x, x€(2;3)
2¢+3, x=1/2",neN~{0}
r+3, Wpp.

Ta funkcja przeprowadza 3 na 0, przedzial [1;2] na przedziat [0;1], 3 a 2, przedzial (2;3) na przedzial
(2;3) i w konicu przedzial (0;1) na przedzial (3;4].

. Zaznacz na plaszczyznie zespolonej liczby spelniajace warunek

a) |[z+3-1i|>1,
czyli |z — (-3 +14)| > 1.



b) |1-i-2<2-Rz,
|1-i-2| <2-MRz, wiec jesli z = a+bi, to \/(a—1)2 + (b-1)2 < 2-a, czyli a* -2a+b>-2b+2 < a® —da+4,
zatem b% — 2b - 2 < —2a, wiec ostatecznie, a < —b*/2 + b + 1.

c) Re(1/z) 21/2,
Jedli z = a + bi, to Re(1/z) = Ref;—fgg = % > 1/2, zatem 2a > a® + b, czyli (a —1)% +b® < 1, zatem to
koto o érodku w 1 i promieniu 1.

d) Im(z%) < Re(2?).
Zatem arg 2> € [0, /4] u [57/4,27). Wobec tego

argz € [0,7m/12] U [27/3; 3w /4] U [47[3; 17w /12] U [Bm/12;27/3) U [137/12;47/3) U [217/12; 27).



9. Znajdz wszystkie liczby zespolone spelniajace réwnanie:

2)

2% =21,

|2i] = 2, wiec |2| = V/2, natomiast Arg2i = 7/2, zatem mozliwe argumenty z to 7/4 oraz 7 + m/4. Zatem
dostajemy liczby 1+ ¢ oraz —1 — 1.

24 = ~161,

| - 164] = 16, zatem |z| = 2. arg(-16i) = 3/27, zatem mozliwe argumenty z, to 37/8,77/8,117/8 oraz

—m/8. Nie ma sensu tego przeliczaé na liczby postaci a + bi, bo robi sie nieprzyjemnie, sin /8 = —Vz;/i

(2)? = 2z.

Zauwazmy, ze jesli arg z = a, to argument lewej strony to —2a;, a prawej to a. Zatem 3« = 0, ale to kat,
wiec a = 0,27/3 lub —27/3. Tymeczasem modul lewej strony to |z|?, a prawej to 2|2|, zatem |2| = 0 lub
|| = 2. Zatem dostajemy cztery mozliwe liczby: 0,2, -1 + /34, -1 — \/3i.



