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1. Udowodnij, ze nastepujace zbiory sa przeliczalne

a) Nu{r}
m=0
Mamy bijekeje f:N - Nu {r}, f(n) = {” "
n-1ln>1
b) N~ {2020}
n:n < 2020
Mamy bijekcje f:N - N~ {2020}, -
amy bijekeje f {2020}, 7(n) {n+1:n22020

¢) zbidr liczb parzystych

Jesli A to zbidr liczb parzystych, to mamy bijekcje f:N — A zadana jako f(n) = 2n.

. Sprawdz, czy dla dowolnych zbioréw A, B,C, D, jesli |A| < |C| oraz |B| < |D], to |Au B| < |Cu D|.
Dla zbioréw skoficzonych moze tak nie by¢! A = {1}, B = {2} = C = D, mamy |A| < |C| oraz |B| < |D]|, ale
AuB={1,2},aCuD={2}.

Dla zbioréw nieskonczonych zawsze tak bedzie, bo mozna udowodnié, ze |Au B| = |A], jesli |B| < |A].
. Czy prawda jest, ze dla dowolnych zbioréw A, B:

a) jesli |A| = |B|, to |AN B|=|B~ A|?
Nie, np. |N| =|Z|, ale |Z ~ N| =|N|, lecz N\ Z = @.

b) jesli |[AN B|=|B~ A, to |A] =|B|?
Tak. Niech f:A N~ B — B\ A bedzie bijekcja. Wtedy niech g: A — B bedzie zadane nastepujacym
wzorem:

fla) jeSliae ANB
gla)=1"" "
ajesliae AnB

Poniewaz f bylo bijekcja, to rowniez g jest bijekcja. O
. Udowodnij, ze sa rownoliczne:
a) A=(-1;1), B=(2,4).
Mamy bijekcje f: A > B zadana wzorem f(x) =x + 3.
b) A=(0;1), B=(2,4).
Mamy bijekcje f: A - B zadang wzorem f(x) = 2x + 2.
c) A=(0;00), B=R.
Mamy bijekcje f: B - A zadana wzorem f(x) = 2*.
d) A=(0,1),B=(0,1]u{2,3},
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e) A=(0,1),B=(0,1)uN,
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. Udowodnij, ze istnieje liczba calkowita niebedaca pierwiastkiem zadnego réwnania drugiego stopnia o

wspoélczynnikach wymiernych.

Kazde takie rownanie jest zdefiniowane przez dwie liczby wymierne p,q, ktéorym odpowiada réwnanie
22 + px +q = 0 (pozostale mozna otrzymaé z tego mnozac przez liczbe wymierng stronami, ale to nie
zmieni jego pierwiastkéw). Zatem takich réwnan jest tyle, co Q x Q, czyli przeliczalnie wiele, bo produkt
zbioréw przeliczalnych jest przeliczalny. Kazde z nich ma co najwyzej dwa pierwiastki — a wiec jest ich
tez co najwyzej przeliczalnie wiele (suma dwoch zbioréw przeliczalnych jest przeliczalna). Ale wszystkich
liczb rzeczywistych jest continuum wiele, wiec musi istnie¢ jakas niebedaca pierwiastkiem.

. Zaproponuj podzial zbioru liczb naturalnych na przeliczalnie wiele przeliczalnych podzbiorow.

Mozemy skorzysta¢ z dowodu réwnolicznos$ci N x N z N i jako te podzbiory wzia¢ numery pokoi w hotelu
Hilberta do ktérych zostaly zakwaterowane pary o pierwszej liczbie odpowiednio: 0, 1, 2, itd. W sumie to
wszystkie pokoje Hilberta, czyli liczby naturalne, ale w kazdej grupie bedzie ich nieskonczenie wiele.

Inna metoda to taka, ze do pierwszej grupy biore wszystkie liczby nieparzyste, do drugiej te podzielne
przez 4 z reszty 2, do trzeciej — te podzielne przez 8 z reszta 4, itd.

. Czy istnieje zbiér A, taki, ze [P(A)| = |N|?

Nie, moc zbioru podzbioréw zbioru skonczonego jest skoniczona, ale juz moc zbioru podzbioréw najmniej-
szego zbioru nieskonczonego, czyli zbioru przeliczalnego ma moc continuum.

. Udowodnij, ze na plaszczyznie istnieje okrag, ktory nie przechodzi przez zaden punkt o wspdlrzednych

wymiernych.

Ustalmy $rodek okregu na punkt (0,0). Istnieje continuum okregéw o tym Srodku — tyle ile mozliwych
promieni, czyli |(0, c0)| = |R|. Tymczasem, punktéw na plaszczyznie o obu wspoélrzednych wymiernych jest
|QxQ), czyli przeliczalnie wiele i przez kazdy z nich przechodzi tylko jeden okrag o $rodku w punkcie (0, 0).
Zatem, gdyby kazdy okrag o srodku w (0,0) przechodzil przez punkt o wspélrzednych wymiernych daloby
sie je wszystkie zakwaterowa¢ w hotelu Hilberta (np. na podstawie zakwaterowania w tym hotelu Q x Q
— kazdy okrag kwaterujemy do pokoju, o najnizszym numerze z tych, do ktérych bylyby zakwaterowane
punkty o wspélrzednych wymiernych przez ktére on przechodzi). Co jest niemozliwe. Zatem istnieje okrag
o érodku w (0,0), ktéry nie przechodzi przez zaden punkt o obu wspélrzednych wymiernych.

. Rozstrzygnij jakas moc ma:

a) Zbiér wszystkich punktéw na plaszczyznie o obu wspoétrzednych wymiernych.
To jest Q x Q i ma moc przeliczalng, bo produkt dwdch zbioréw przeliczalnych jest przeliczalny.

b) zbiér wszystkich skohczonych podzbioréw zbioru liczb naturalnych.
Jest to zbidr przeliczalny, bo jest suma przeliczalnie wielu rodzin przeliczalnych: {@}, rodzina wszyst-
kich singletonéw, rodzina wszystkich podzbioréw dwuelementowych, itd.

c¢) Zbiér wszystkich nieskoniczonych podzbioréw zbioru liczb naturalnych.
Jest to zbiér mocy continuum, bowiem zbiér wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych jest mocy
continuum, a zbiér skonczonych ma tylko przeliczalnie wiele elementéw.

d) zbiér wszystkich okresowych ciagéw liczb wymiernych
Jest to zbidér przeliczalny, bo jest suma przeliczalnie wielu rodzin przeliczalnych: ciagdéw o okresie 1, o
okresie 2, okresie 3, itd.
A kazdy z tych zbioréw jest przeliczalny, bo ten pierwszy jest rownoliczny z Q. Ten drugi jest réwno-
liczny z Q x Q, wiec tez przeliczalny, ten trzeci, z Q x Q x Q = (Q x Q) x Q znéw jest przeliczalny (jako
produkt dwdch zbioréw przeliczalnych), itd.

Udowodnij twierdzenie Cantoral

Dowod nie wprost. Zaloz, ze mozna ustawi¢ w pary zbiér A i jego podzbiory, tak ze wszystkie podzbiory
sa w jakiej$ parze. Uzyj teraz argumentu przekatniowego konstruujac na ztosé ,zty” podzbiér Z. Uzaleznij



mianowicie to, czy a € A nalezy do podzbioru Z od tego, czy nie nalezy do zbioru stojacego w parze z
elementem a. Konkretnie jesli do tego zbioru nalezy, to niech nie nalezy do Z i na odwrét. Okaze sig, co jest
sprzeczne z naszym poczatkowym zalozeniem, ze ,zty” podzbiér Z nie stoi w zadnej parze — rzeczywiscie
nie stoi w parze z zadnym a, poniewaz rézni sie od zbioru stojacego w parze z a, tym, czy a do niego
nalezy!



