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. Ile wynosi:

a) bl,
1-...-5=120.

b) 7!
1-...-7=>5040.

. Ile wynosi:

6789 = 126.

) (209).

1.

. Okredl, czy w nastepujacym zadaniu mowa o wariacjach, czy o kombinacjach, z czy bez powtérzen oraz
oblicz. Ile réznych piecio-literowych stéw (tez bez sensu) mozna utworzy¢ z liter wyrazenia AGRESYWNA
MALPA,

a) jesli kazdej litery mozemy uzy¢ wielokrotnie?
Wariacje z powtérzeniami, W = 161051.

b) jesli kazde stworzone stowo musi sie skladaé z réznych liter?
Wariacje bez powtérzen, V5 =11-10-9-8-7 = 55440.

. Okresl, czy w nastepujacym zadaniu mowa o wariacjach, czy o kombinacjach, z czy bez powtorzen oraz
oblicz. Z kazdego stowa, o ktérym mowa w poprzednim zadaniu w podpunkcie a) tworzymy statystyke o
tym ile i jakich liter w nim wystepuje.

a) Ile roznych statystyk mozemy dostac?
Kombinacje z powtérzeniami, K7 = (}g) = 3003.

b) A ile mozemy dostaé statystyk, jesli kazde stworzone stowo musialo si¢ sklada¢ z réznych liter?
Kombinacje bez powtérzen, C; = (151) =462.

. Okredl, czy w nastepujacym zadaniu mowa o wariacjach, czy o kombinacjach, z czy bez powtérzen oraz
oblicz.

a) Pieé nierozréznialnych malp siedzi na 8-miu kolejnych drzewach. Ile takich sytuacji istnieje?
Wybieramy pieé drzew z powtérzeniami, czyli kombinacje z powtérzeniami, K3 = (172 ) =792.
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b) a ile sytuacji zaobserwuje wytrawny biolog, ktéry bedzie potrafil rozrézni¢ wszystkie malpy?
Tym razem to ktéra malpa gdzie siedzi ma znaczenie, czyli kolejnos¢ wybieranych drzew ma znaczenie,
zatem s3 to wariacje z powtérzeniami, W9 = 8% = 32758.

. Mamy do wystania (w sumie) dwanadcie identycznych listéw, i musimy je wystaé¢ do czterech oséb. Na ile

sposobéw mozna to zrobi¢? Na ile sposoboéw mozna to zrobié przy zaltozeniu, ze kazda osoba otrzyma co
najmniej dwa listy?

W pierwszym przypadku to sa po prostu kombinacje z powtdrzeniami (wybieramy 12 razy osobe, kolejnosé
nie ma znaczenia). Czyli K}? = (135) = 455.

W drugim przypadku, najpierw przydzielmy kazdemu adresatowi po dwa listy (wiec zostanie nam ich 4),
c g _ (T L
czyli Kif = (5) = 35.

. Na ile sposobéw mozna umiesci¢ 14 kul w 3 pudelkach, ale tak, by w co najmniej jednym z nich bylo co

najmniej 8 kul?

a) Zaldz, ze kule sa nierozrdéznialne (sa takie same), natomiast pudetka sa (np. sa ponumerowane).
Zauwaz, ze w dokladnie jednym pudelku bedzie co najmniej 8 kul. Wybieramy to pudetko i wktadamy
do niego 8 kul, a nastepnie reszte rodzielamy, jak nigdy nic (czyli sa to juz wtedy kombinacje z
powtérzeniami). 3- K§ = 3-28 = 84.

b) Zaldz, ze zaréwno kule, jak i pudelka sg nierozréznialne.
Zauwaz, ze w dokladnie jednym pudetku bedzie co najmniej 8 kul. Wiec to pudetko jest wyrdznione.
Ustalmy, ze poza tymi osmioma, wtozymy do niego jeszcze k kul. Ile jest sposobéw podzialu pozostatych
6 — k kul na dwa pudelka (rozwaz parzystosé¢ k)?
YO o1+[(6-k)/2|=1+1+2+2+3+3+4=16.

. Udowodnij, korzystajac z algebraicznej definicji symbolu Newtona, ze dla kazdego n, k, k < n,

()-G)()

(n—1)+(n—1) (n-1)! . (n-1)! _(n—l)!-k+(n—1)!'(n—k)_(n—l)!~n_(n)

k-1 k) e-Dltn-k)! Km-k-1)! k(n-k) E(n-k)!  E(n-k)! \kJ

. Udowodnij, ze dla kazdych k,r, k < r, zachodzi

=)

Ze stada r malp wybieramy ekipe na polowanie w liczbie k£ malp, razem z przywddca. Mozemy to zrobi¢ na
dwa sposoby: najpierw wybraé k malp, a potem z tych k przywodce, czyli (2) -k, albo najpierw przywodce
z r malp, a potem reszte k — 1 ekipy z pozostatych r» — 1 malp, czyli T(Zj)

Udowodnij, opowiadajac historie, ze dla kazdych r,m, k takich, ze m < r, k < m, mamy

()= ()G )
m/\k) \k)\m-k/)
Ze stada r malp wybieramy ekipe na polowanie w wielko$ci m malp, z ktérych k bedzie tworzy¢ nagonke.
Wiec albo z » malp wybieramy cata ekipe m malp i z wybranych m malp wybieramy k& malp nagonki,

albo z wszystkich malp wybieramy najpierw k£ malp nagonki, a z pozostalych r — k malp dobieramy im
m — k reszty ekipy.

Udowodnij, zastanawiajac si¢ nad kombinatorycznymi aspektami, ze dla kazdego n,

(0=

Tyle jest wlasnie podzbioréw zbioru n-elementowego, z tym ze po lewej stronie zliczmy po kolei podzbiory
0, 1, ..., n-elementowe.
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Oblicz

a) 251852’
=5+6+7+8+9+10=45.

b) Yio(2+1).
=(0+0)+(1+1)+(4+2)+(9+3)+ (16 +4) = 40.

Udowodnij, nic nie liczac, ze

Zn: (n)'k:n'Z"_l.
o1\

Samiec alpha stada n malp wybiera malpy, ktore péjda szuka¢ banandéw — oraz przywoddce tej ekipy. Moze
to zrobi¢ na dwa réwnowazne sposoby: albo wybraé¢ liczbe k i k malp z n malp oraz przywddce na k
sposob6w. Albo moze wybraé najpierw przywddce (na n sposobéw) oraz dla kazdej z pozostalych n -1
malp zdecydowaé czy idzie na wyprawe czy nie (2771).

Rozwin

a) (a+b)3
=a® + 3a%b + 3ab® + b3,
b) (a+b)*
= a* + 4ab + 6a%b? + 4ab® + b*

Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona oblicz

a) (3a+1)>5

=243a° +81-5-a* +27-10-a®> +9-10-a? + 3-5a + 1 = 243a° + 405a* + 270a> + 90a? + 15a + 1.
b) 114

(10 + 1)* = 10000 + 4000 + 600 + 40 + 1 = 14641.

Korzystajac z zasady szufladkowej Dirichleta, udowodnij, ze wsrdd trzech licz catkowitych zawsze sa dwie,
ktéry suma jest liczba parzysta.

Szufladki to parzysta i nieparzysta. Co najmniej dwie wpadaja do jednej z tych dwdch szufladek i ich
suma jest parzysta.

Niech A bedzie pewnym dziesigcio-elementowym podzbiorem zbioru {1,...,50}. Udowodnij, ze istniejg
dwa rézne pigcio-elementowe podzbiory A o takiej samej sumie elementéw.

Liczbe mozliwych piecioelementowych podzbioréw to (550)7 co jest bardzo duza liczbg a liczbe mozliwych

sum ich elementow jest nie wieksza niz najwieksza mozliwa taka suma, czyli 50 + 49 + 48 + 47 + 46 = 240,
wiec teza wynika z zasady szufladkowej Dirichleta.

Udowodnij, ze nie mozna umiesci¢ na tréjkacie rownobocznym o boku 2 pieciu punktéw, takich, ze dystans
miedzy dowolnymi dwoma punktami jest zawsze wigkszy od 1. Skorzystaj z zasady szufladkowej Dirichleta.

Wystarczy podzielié¢ tréjkat na 4 mniejsze tréjkaty réwnoboczne o boku 1. W co najmniej jednym wypadna
dwa punkty w odleglosci nie wigkszej niz 1.

Udowodnij korzystajac z zasady indukcji matematyczne;j:

a) Vuen3|7" -1
Pierwszy krok, dla n = 0, 3|1 - 1, ok. Drugi krok: zalozenie: 3|7% — 1, teza 3|7%*! — 1. Niech 7% - 1 = 3a.
Zauwazmy, ze 781 —1=7-7F -7+ 7-1=7(7% - 1) + 6 = 3(7a + 2) jest podzielne przez 3. O

b) Vpenn >3 -2">2n+1
Pierwszy krok, dlan =3, 23 =8> 6+1 = 7, ok. Drugi krok: zalozenie 2% > 2k +1, teza 28*1 > 2(k+1) +1.
Rzeczywiscie korzystajac z zalozenia: 2871 = 2.2% > 2(2k+1) = 4k+2> 2k +2+2> 2k +2+1 = 2(k+1) +1.
Po drodze skorzystaliSmy z tego, ze k>3 >1. O



20. Ciag Fibonacci'ego (f,) zdefiniowany jest nastepujaco: fo = 0, f1 = 1, oraz dla kazdego n > 0, fr41 =

fn + fno1. Udowodnij, ze dla kazdego n,

P Y ]

i=0 ¢

Dowodzimy przez indukcje. Rzeczywiscie, dla n = 0, mamy

podobnie dlan =1

Zalbézmy, ze jest to prawda dla n = 2k, czyli, ze
k- .
2k —1
flc+1 = E ( . )
=0\ !

oraz dla n =2k - 1, czyli
2k —i - 1)

Zatem

for+1 = for—1 + for = Z(Qk_2_1)+2(2k_i):

=0 =0

()= (C5 )OO 5D (65D - G)-
) (2k0+ 1) . (21k) .\ (2k2— 1) N (k + 1) Zk: (Zk +1- z)

co dowodzi tezy w tym przypadku, bo |(2k +1)/2] =

Zalézmy teraz, ze jest to prawda dla n =2k + 1, czyli, 7€

fous = Z (2k: +1- z)

oraz dla n = 2k, czyli

Zatem

+

S (9K ) R (G X ) R (P R W R R

(2k+ 2) (Qk + 1) (2k) (k + 2) (k + 1) k+1 (Qk +2- z)
= + + ot + => , ,
0 1 2 k k+1) & i

co dowodzi tezy w tym przypadku, bo [ (2k +2)/2| =k + 1.



