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1. Czy to sa tautologie?

a) (p—q) < (=g~ -p),

Tak.
P q|lp=>q —~q=-p (p—q) < (=g~ -p)
0 0] 1 1 1
0 1| 1 1 1
1 0] 0 0 1
1 1] 1 1 1

b) p—(=pVva),
Nie, dla p =11 ¢ = 0 dostajemy sprzecznosc.

¢) (p—q) < ~(-gnrp),

Tak.
p qlp-q ﬂqu =(=grp) (p—q) < ~(-qgAp)
0 0] 1 1 1
0 1] 1 0 1 1
1 0| o 1 0 1
11| 1 0 1 1

2. Udowodnij, ze:

a) kwadrat liczby naturalnej podzielnej przez 3 dzieli sie przez 9, korzystajac z metody wprost,
Niech n bedzie taka liczba podzielna przez 3, czyli n = 2k dla pewnej liczby naturalnej k. W takim
razie n? = (3k)? = 9k? dzieli si¢ przez 9.

b) jedli = jest liczba wymierna, to 22 # 5, korzystajac z metody nie wprost.
Zalézmy przeciwnie, ze = jest liczba wymierng, czyli = p/q, ¢ # 0, p,q € Z oraz x® = 5. Zatézmy
ponadto bez straty ogdlnosci, ze p/q jest utamkiem skréconym, czyli, ze p i ¢ nie maja wspdlnych
dzielnikéw > 1. W takim razie (p/q)? = 5, zatem p?/q? = 5, czyli p* = 5¢>. W takim razie p? dzieli sie
przez 5. W takim razie w rozkladzie liczby p? na czynniki pierwsze wystepuje liczba 5, ale skoro jest
to kwadrat pewnej liczby calkowitej, to 5 wystepuje w tym rozkltadzie w pewnej parzystej > 0 potedze.
Zatem 5|p, a wiec 5 nie dzieli g, zatem nie dzieli ¢*, co daje sprzecznosé.

3. Wskaz wszystkie elementy i podzbiory zbioru {@,{@},{@,{2}}},
elementy: @, {2}, {2,{2}},
podzbiory: @, {@}, {{2}},{{2,{2}}}.{2,{2}} {2.{2,{2}}},{{2},{2.{2}}}.{2, {2} {2.{z}}}.

4. Rozstrzygnij, czy prawdziwe sa nastepujace zdania:

a) VpenImenn=m+1
Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba naturalna m, taka ze n jest o 1 wigksza od m. Nieprawda,
dla n =0 nie istnieje taka liczba.



b)

c)

VineNImenm =n +1

Dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba naturalna o jeden od niej wigksza. Prawda.

Vnen(Imenn =m+1 < n>0)

Dla kazdej liczby naturalnej n, jesli istnieje liczba naturalna m, taka ze n jest o jeden wigksza od m,
to n jest wieksza od zera. Prawda, n=m+1>0+1=1, wiec n > 0.

(Vnen(Fmenn=m+1) > 1<0

Jedli dla kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba naturalna m, taka ze n jest o 1 wigksza od m, to 1
jest mniejsze od zera. Prawda. Wiemy, ze poprzednik tej implikacji jest falszywy, wigc implikacja jest
prawdziwa niezaleznie od absurdalno$ci nastepnika. Z fatszu wynika wszystko.

Vnen(6|n < 2|n A 3|n)

Dla kazdej liczby naturalnej, jest ona podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy gdy jest podzielna przez
2 i jest podzielna przez 3. Prawda.

Vnen(6n = 2in v 3|n)

Dla kazdej liczby naturalnej, jesli jest ona podzielna przez 6, to jest podzielna przez 2 lub jest podzielna
przez 3. Prawda. Nawet przez 2 i przez 3.

ElXﬂElyy eX

Istnieje zbior X, taki ze nie istnieje element y, ktéry do niego nalezy. Prawda — X to zbiér pusty,
X =@. A cale zdanie to tak zwany aksjomat zbioru pustego.

{z€Z:2>0} =N

Zbiér liczb catkowitych wickszych rownych zero to zbiér liczb naturalnych. Prawda.
Fre{reRiz?+1=0}

Istnieje liczba 2 nalezaca do zbioru wszystkich liczb rzeczywistych speiajacych réwnanie 22 + 1 = 0.
Nieprawda, taki zbiér jest pusty, bo zadna liczba rzeczywista nie spelnia tego réwnania.

VxaocX

Dla kazdego zbioru, zbiér pusty jest jego podzbiorem. Prawda.

VA(ASRATenne A) > Nc A

Dla kazdego zbioru A, jedli A jest podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych oraz istnieje liczba naturalna

nalezaca do zbioru A, to A jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych. Nieprawda, kontrprzyklad A =
[0, 1], istnieje liczba naturalna w tym zbiorze, np. 0. Ale A #N.

. Wskaz wszystkie elementy i podzbiory zbioru {@,{{@}},{2,{@}} \ {o},{@}n{2,{a}}}.

Obliczamy, ze {@,{@}} \ {2} = {{o}} oraz {o} n{@,{@}} = {@}. Zatem:
elementy: @, {{2}}, {2},

podzbiory: @, {2}, {{{2}}}, {{2}} {2, {{2}}}, {2, {e}}, {{{2}}.{2}}, {2, {{z}} {2}}.

. Udowodnij lub wykaz, ze to nieprawda, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C"

2)

b)

c)

AuB=AABA(AnB)

Rozwiazemy to metoda rodziny niezaleznej. Niech S = {1,2,3,4}, A = {1,2}, B = {2,3}. To jest rodzina
niezalezna. Lewa strona to Au B = {1,2,3}. Obliczamy prawa: A A B = {1,3}, An B = {2}, a zatem
AABA(AnB)={1,2,3}. Zgadza sie. O

(ANB)uB=A?

Nie. Na przyklad A=@,B = {0}. Wtedy ANB=@, (ANB)uB={0}+@ = A.

jeSi AAB=C,to B=AAC

Zalozmy, ze A A B =C. Wezmy x € B. Zauwazmy, ze x € B wtedy i tylko wtedy, gdy a. z € Bn A lub
b. x €e BN A. W pierwszym przypadku wnioskujemy, ze x € AA B =C oraz z ¢ A, zatem x € AAC. Za$
w drugim, ze x ¢ AA B=C, ale x € A, zatem x € A A C — w kazdym przypadku. Zatem B<c A A C.
Jedli zas x € A A C, to znéw mamy dwa przypadki. Albo x € AN C = A\ (A A B), czyli x € B, albo
xeC~NA=(AAB)NAiwtedy tez x € B, zatem AACCB.O

(BAC)nAc B, wtedy i tylko wtedy, gdy BNnCnA2CnA

Jest prawda. Oto dowdd:

<: Zaldézmy, ze (B A C)nAc B oraz x € Cn A. Zalézmy nie wprost, ze x ¢ B. Zatem x € A oraz
xeC~N B, zatem x € BA C oraz z € A, zatem x € (B A C)n A, zatem z zalozenia x € B — sprzecznos$c.



=: Zaldézmy, ze CnAc AnBnC orazniech z € (BAC)NA. Zatemz e BACAz e A—> (xe BN\Cvre
C~B)rnzeA—->((zeBrzx¢C)v(zeCnrz¢B)rzeA—>(zeArxzeBra¢C)v(zeArze
Crzx¢B)->(reArzeBarz¢C)v(ze(AnC) N\ B). Ale z zalozenia Cn A< AnBnC, wiec
(reArnzeBArz¢C)v(xe (AnCnB)\ B =), co eliminuje drugg opcje, wiec v € Anz e Baz ¢ O,
w szczegdlnoéci x € B. O

e) An(BAC)=(AnB)Aa(AnC)
Zastosujemy metode przez dowiedzenie zawieran w obie strony:
An(BAC)c(AnB) A (AnC): Zalézmy, ze x € An (B AC). Zatem x € A x € B lub z € C, ale nie
w obu réwnocze$nie. A zatem mamy dwa przypadki: z € An B lub z € Bn C, ale wiemy, ze nie moga
zachodzi¢ réwnoczesnie. A zatem z € (AnB) A (AnC).
(AnB)A(AnC)c An(B A C): Niech x € (AnB) & (An () zatem na pewno = € A oraz = € B
lub x € C, ale nie jest tak, ze t € AnBnC. A zatem x € A oraz x € BuC, ale nie x € Bn C, czyli
reAn(BAC(C). O

7. Znajdz sume i przeciecie dla kazdej z nastepujacej rodzin zbioréw:
a) A={{o},{2,{2}}}
UA-= {@,{@}},ﬂfl: {QS}
b) B={g,N,{%Lin e N}}
UB={%neN}={0,5,1,..},NB=2.



