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1. Niech A={x e R:0<x <100} oraz B={xeR:x =2k, keZ}. Znajdz AuB, AnB, ANB, B\ A, AAB.

AUB = (0;100] U {2k:k € Z}, An B = {2,4,...,100}, A~ B = (0;100] ~ {2,4,...,100}, BN A = {2z:2 ¢
Z,2<0vz>50}, AAB={2z:2€Z,2<0v z>50}u((0;100] \ {2,4,...,100}).

2. Udowodnij, ze (AAB)AC=AA(BAC).

Na czerwono kolejno A A B oraz cala lewa strona réwnania. Na niebiesko kolejno B A C' oraz cala prawa
strona réwnania.

3. Niech A =[-1;1], za$ f:R - R. Znajdz obraz i przeciwobraz zbioru A, gdy

a) f(x)=a2+7,
flA]={z* +Tx e [-1;1]} = {y + T:y € [0; 1]} = [7;8].
Al = {wat + Te[-131]} = {z:a" € [-8,-6]} = &
b) f(z) =sinxrw - cosxm,
sina-cosa = %sin 2a, wigc
fIA] = {4 sin2zmz e [-1;1]} = {y/2:y € [-1;1]} = [-1/2;1/2].
fHA] = {z: sin2zme [-1;1]} =R.
c) f(x)=3".
flA]={3"z e [-1;1]} = [1/3;3].
FTHAL = {@:3% € [-1;1]} = (—0030].
4. Niech f: X =Y, ¢:Y - Z beda funkcjami. Wykaz, ze jedli g o f jest funkcja réznowartosciowa, to f tez
jest funkcja réznowartosciowa.

Niech f(x1) = f(x2), wtedy g(f(z1)) = g(f(x2)), ale skoro go f jest réznowartodciowa, to x1 = xs, a zatem
f jest réznowartosciowa.

5. Ile jest funkcji ze zbioru liczb {1,2,...,n} na zbiér {1,2,...,n}, takich, ze f(1) =17

Inaczej méwiac wszystkie wartosci {2,...,n} musimy przyporzadkowaé argumentom {2,...,n}, zatem
zadna warto$¢ nie moze sie powtarzaé, czyli chodzi o ustawienie ich w dowolnej kolejnosci, a takich

ustawien jest (n— 1)



6.

10.

11.
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Wykaz, ze zbiér G = {f:R - R: f(z) = x + b,b € R} jest grupa przeksztalcen.

Niech f,g € G, f = x+b, g = x+c. Mamy, ze id = 2+0 € G. Zauwazmy tez, ze ' = x—b € G, rzeczywiscie niech
h=xz-b, wtedy (foh)(x) = (x-b)+b=x, zatem id = foh = ho f. Co wiecej, fog = (z+b)+c=z+(b+c) € G.
Niech A,, = [-1/n;1/n), n e N\ {0}, oraz B, = R\ A,. Znajdz Upens (o} An 0raz Upens o} Bn-

Unenvgoy An = [-1;1), poniewaz dla kazdego n >0, A, € Ay = [~1;1).

Tymczasem Upengoy Bn = R\ {0}. Rzeczywiscie dla kazdego n > 0, 0 ¢ B,. Natomiast dla dowolne;
niezerowej liczby rzeczywistej r, jesli r < =1 lub r > 1, to 7 € By, jesli 0 < |r| < 1, to gdy n > 1/|r|, czyli np.
n=[1/lr]]+1, to r € By,

. Udowodnij, ze dla dowolnego zbioru T" oraz A oraz dla dowolnej rodziny indeksowanej Ay, t € T', zachodzi

AN U A= (AN 4)).

teT teT

Niech © € AN Uyser Ay, wtedy x € A oraz x ¢ User Az, zatem x € A oraz nie jest prawda, ze istnieje t € T', ze
x € A, czyli x € A oraz dla kazdego t, x ¢ A;, zatem dla kazdego ¢, x € A oraz x ¢ Ay, a zatem dla kazdego
teT,ze AN Ay, zatem z € Ner (AN Ap). Co dowodzi zawierania lewego zbioru w prawym. Dowdd mozna
bez trudu odwréci¢ udowadniajac drugie zawieranie.

. Ustalmy n € N\ {0}. Niech dla dowolnych z,y € N, x =, y wtedy i tylko wtedy, gdy n|(y — z). Wykazad,

ze =, jest relacja réwnowaznosci oraz opisac jej klasy abstrakeji.

Rzeczywiscie jest to relacja zwrotna (n|0 = z — x), symetryczna (jesli n|z —y, to nly — x, wiec y =, x) oraz
przechodnia (jesli n|lz —y oraz nly — z, to n|Jr —y+y — 2 = x — 2z, wigc x =, 2).

Klasy abstrakeji odpowiadaja resztom z dzielenia przez n, czyli dla r € {0ldotsn—1}, [r]=, = {kn+r:k e N}.
Jest ich zatem n oraz kazda z nich jest przeliczalna.

Zbadaé elementy minimalne, maksymalne, najwieksze i najmniejsze w porzadku liczb naturalnych (bez
zera) z podzielnoscia.

Nie istnieja elementy najwieksze i maksymalne. Rzeczywiscie, dla kazdego n, 2n jest w tym porzadku
wigksze od n, zatem n nie jest maksymalny, a tym bardziej najwiekszy.

Istnieje za to element najmniejszy (zatem minimalny) i jest to 1. Rzeczywiscie dla kazdej liczby naturalnej
n, 1in.

Rozstrzygnij, czy zbiér wszystkich okregéw na plaszczyznie o érodkach majacych wspélrzedne wymierne
i promieniach nv/5, n € N jest przeliczalny.

Tak, poniewaz mamy bijekcje pomiedzy tym zbiorem, a Q x Q x N, gdzie okregowi odpowiada tréjka liczb,
gdzie dwie pierwsze wspoélrzedne to wspolrzedne jego Srodka, zas trzecia to liczba n, taka, ze promien tego
okregu to nv/5. Produkt trzech zbioréw przeliczalnych jest przeliczalny, zatem badany zbiér jest réwniez
przeliczalny.

Udowodnij, ze jesli |A| = |B| oraz |[X|=Y], to |[Ax X|=|BxY].

Niech f: A — B bedzie bijekcjg oraz niech g: X - Y bedzie bijekcja. Wtedy bijekcja h: A x X - B x Y jest
zadana wzorem h(a,x) = (f(a), g(z)).



