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. Udowodnij, ze nastepujace zbiory sa przeliczalne.

a) zbiér wszystkich przedzialéw otwartych w R o obu koncach wymiernych,
Q jest przeliczalne, poniewaz iloczyn kartezjanski dwoch zbioréw przeliczalnych jest przeliczalnych
jest przeliczalny, to Q x Q jest przeliczalny. Poniewaz podzbiér zbioru przeliczalnego jest co najwyzej
przeliczalny, to A = {(p,q) € Q% p < q} jest przeliczalny, a f: A - P(R), f({p,q)) = (p,q) jest na badany
zbior, czyli jest to zbiér co najwyzej przeliczalny, a poniewaz jest nieskonczony to jest przeliczalny. O
b) X = {(x,) € {0, 1}N: 3 en Vo (2 = 1),
Wiemy, ze {0,1}* jest przeliczalny, natomiast f:{0,1}* — X dopisujaca do skofczonego ciaggu nieskon-
czenie wiele jedynek jest ,na”. Wiec X jest co najwyzej przeliczalny, ale nie jest skoniczony, wiec jest
przeliczalny. O
c) {feQ":3ps0Vnenf(n) = f(n+k)},
Niech Fy, = {f € QV: V,enf(n) = f(n +k)}. Oczywidcie ¢: Fi, - QF, o(f) = flo.1....k-1 jest bijekcja, wiec
|F%| = |QF| = |Q), a zatem sa to zbiory przeliczalne.
Tymczasem F' = Ugen (o) Fi jest przeliczalng suma przeliczalnych zbioréw wigc jest przeliczalny. O

. Wykaz, ze rodzina F = {f e ZN: (Y, f(n+2) = f(n+1) < f(n+1) = f(n)) A IpenVisu f(L+1) > £(1)} jest
przeliczalna.

Zauwazmy dwie rzeczy:

e Ciag a, = f(n+1) - f(n) jest malejacy.

e Od pewnego momentu jest wigkszy od zera.

Zatem a,, jest ciagiem liczb calkowitych $cisle dodatnich, od pewnego miejsca stalym. Niech A bedzie
zbiorem wszystkich takich ciagéw. Wiemy z poprzedniego podpunktu, ze A jest przeliczalny. Zauwazmy
réwniez, ze f € F jest jednoznacznie wyznaczony, przez wartosé¢ f(0) oraz ciag a,, konkretnie istnieje
bijekcja F:Z x A - F, zadana wzorem F(z,(a,))(k) = 2 + Y50 a;. Zatem |F| = |Z| x | A] jest réwnoliczny
z produktem dwdch zbioréw przeliczalnych, a zatem jest przeliczalny. O

. Udowodnij, ze kazda rodzina przedzialéw rozlacznych w R jest co najwyzej przeliczalna.

Zalézmy, ze rodzina jest niepusta, niech I bedzie elementem tej rodziny. Niech f bedzie przeksztalceniem
przyporzadkowujacym liczbie wymiernej g przedzial, w ktorym lezy z badanej rodziny, a jesli nie lezy w
zadnym przedziale, to przedzial I. Zauwazmy, ze f jest ,na’, bo w kazdym przedziale liczb rzeczywistych
mamy liczbe wymierna. Wiec nasza rodzina jest co najwyzej przeliczalna. O

. Czy dla dowolnej funkcji f i zbioru B ¢ Ry zachodzi:

a) |f[B] <|BJ?
Nie, np. f:{0,1} - {0}, f(z) =0, B = {0}, f'[B] = {0,1}.
b) |B|<|f[B]]?
Tak, jesli B+ @ flp-1(p): f~'[B] = B jest na. Jesli za§ B = @ oczywiste.

. Udowodni¢, ze nastepujace zbiory maja moc continuum:



a) A={{z,y) eR*z e Q},
Oczywiscie |A| < |R?| = [R|, bowiem A ¢ R
Aby otrzymaé przeciwna nieréwnoéé zauwazmy, ze f:R - A, f(a) = (0,a) € A jest funkcja 1-1.
Zatem z Tw. Cantora-Bernsteina, mamy ze |A| = [R|.O
b) C={AcZ:Nc A},
Oczywiscie C ¢ P(Z), wige |C| < |[P(Z)| = |[P(N)| = |R|.
Z drugiej strony funkcja f: P(N) — C przypisujaca zbiorowi X zbiér Nu{-n-1:n € X} jest 1-1, wiec
|C| > |P(N)| = |R|. Zatem z Tw. Cantora-Bernsteina.O

. Zmajdz moc zbioru:

a) A={AcN:V,yn? € A},
Zauwazmy, ze L = {(n +2)? + 1:n € N} jest roztaczny ze zbiorem K = {n?n ¢ N} oraz |L| = |N|, zatem
|P(L)|=c.
Zauwazmy takze, ze funkcja F' zadana wzorem F(A) = Au K jest zatem funkcja P(L) - A i r6zno-
warto$ciowq. Zatem |A| > |P(L)| = c.
Oczywiscie takze A € P(N), czyli |A| < ¢, a zatem z Tw. Cantora-Bernsteina |A| = .

b) wszystkich funkcji niemalejacych N na N,
Oczywiscie jest to zbidr ciagdéw, w ktérych pojawiaja sie kolejne liczby naturalne (0,1,2,...) z tym
ze z dowolnymi krotno$ciami > 1. Zatem jest to zbiér réwnoliczny ze zbiorem wszystkich ciagéw liczb
naturalnych > 1 (ktérych jest c), a bijekcje stanowi funkcja przypisujaca ciagowi (a,) takich liczb
niemalejacy ciag wszystkich kolejnych liczb naturalnych, w ktorym n pojawia sie z krotnoscia a,,.



