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¢wiczenia 1. — rozwigzania

4 pazdziernika 2019

1. Ktore z ponizszych zdan sa tautologiami?

a)

b)

a)

(p—~q) < (=g~ -p),

Tak.
p qlp=>q -~q=>-p (p—q) < (~q—-p)
0 0] 1 1 1
0 1| 1 1 1
1 0| 0 0 1
1 1] 1 1 1
p—(-pVq),

Nie, dla p =11 ¢ = 0 dostajemy sprzecznosc.

. Rozstrzygnij, czy prawdziwe sa nastepujace zdania:

Vinendmenn =m + 1

Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba naturalna m, taka ze n jest o 1 wigksza od m. Nieprawda,
dla n = 0 nie istnieje taka liczba.

VneNngNm =n+1

Dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba naturalna o jeden od niej wigksza. Prawda.

Vnen(Tmenn =m+1 < n>0)

Dla kazdej liczby naturalnej n, jesli istnieje liczba naturalna m, taka ze n jest o jeden wicksza od m,
to n jest wigksza od zera. Prawda, n=m+1>0+1=1, wiec n > 0.

(Vnen(Fmenn=m+1) > 1<0

Jedli dla kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba naturalna m, taka ze n jest o 1 wieksza od m, to 1
jest mniejsze od zera. Prawda. Wiemy, ze poprzednik tej implikacji jest falszywy, wiec implikacja jest
prawdziwa niezaleznie od absurdalno$ci nastepnika. Z fatszu wynika wszystko.

Vaen(6|n < 2|n A 3|n)

Dla kazdej liczby naturalnej, jest ona podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy gdy jest podzielna przez
2 i jest podzielna przez 3. Prawda.

Vnen(6ln = 2[n v 3|n)

Dla kazdej liczby naturalnej, jesli jest ona podzielna przez 6, to jest podzielna przez 2 lub jest podzielna
przez 3. Prawda. Nawet przez 2 i przez 3.

Hx—ayy eX

Istnieje zbiér X, taki ze nie istnieje element y, ktéry do niego nalezy. Prawda — X to zbior pusty,
X =@. A cale zdanie to tak zwany aksjomat zbioru pustego.

{#€Z:2>0} =N
Zbior liczb catkowitych wiekszych rownych zero to zbiér liczb naturalnych. Prawda.
Jre{reRiz?+1=0}

Istnieje liczba x nalezaca do zbioru wszystkich liczb rzeczywistych spetniajacych réwnanie 22 + 1 = 0.
Nieprawda, taki zbiér jest pusty, bo zadna liczba rzeczywista nie spelnia tego rownania.



j) Vx@c X

Dla kazdego zbioru, zbiér pusty jest jego podzbiorem. Prawda.

k) VA(AcRAJ,enne A) > Nc A

Dla kazdego zbioru A, jesli A jest podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych oraz istnieje liczba naturalna
nalezaca do zbioru A, to A jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych. Nieprawda, kontrprzyklad A =
[0, 1], istnieje liczba naturalna w tym zbiorze, np. 0. Ale A #N.

. Udowodnij, ze:

a) kwadrat liczby naturalnej podzielnej przez 3 dzieli si¢ przez 9, korzystajac z metody wprost,

Niech n bedzie taka liczba podzielna przez 3, czyli n = 2k dla pewnej liczby naturalnej k. W takim

razie n? = (3k)? = 9k? dzieli sie przez 9.

b) jesli x jest liczba wymierna, to x2 # 5, korzystajac z metody nie wprost.

. Naszkicuj na ukladzie wspélrzednych zbiory Au B, An B, A\ B oraz A A B, jedli:
A={(z.y) eR%: [zl + [yl < 1}, B = {(z,9) e R: (2 - 1)* + (y - 1) < 1}

.

B:

Zalézmy przeciwnie, ze = jest liczba wymierng, czyli = = p/q, ¢ # 0, p,q € Z oraz x> = 5. Zaltézmy
ponadto bez straty ogdlnosci, ze p/q jest ulamkiem skréconym, czyli, ze p i ¢ nie maja wspdlnych
dzielnikéw > 1. W takim razie (p/q)? = 5, zatem p*/q? = 5, czyli p* = 5¢°>. W takim razie p? dzieli sie
przez 5. W takim razie w rozkladzie liczby p? na czynniki pierwsze wystepuje liczba 5, ale skoro jest
to kwadrat pewnej liczby catkowitej, to 5 wystepuje w tym rozkladzie w pewnej parzystej > 0 potedze.

Zatem 5|p, a wiec 5 nie dzieli ¢, zatem nie dzieli ¢%, co daje sprzecznosé.

AuB:

AnB:

@

s

AN B:

. Wskaz wszystkie elementy i podzbiory kazdego z nastepujacych zbioréw:

a) {@,{2},{2,{2}}},

elementy: @, {2}, {2, {2}},

podzbiory: @, {2}, {{2}}, {{2,{2}}}. {2, {2}}, {9, {z,{2}}},. {{2}.{2,{e}}} {2, {2}, {2, {2} }}

b) {N, {N}},

elementy: N, {N}, podzbiory: @, {N}, {{N}},{N, {N}},

) {z,{{2}},{2,{2}} ~ {2},{z} n{z,{2}}}.

obliczamy, ze {@,{@}} \ {@} = {{@}} oraz {@} n{@,{2}} = {&}. Zatem:

elementy: @, {{@}}, {2},

podzbiory: @,{@}, {{{e}}}, {{2}}, {2, {{2}}} {2, {e}}, {{{2}}. {2}}. {2, {{2}}. {2} }.

. Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréow A, B, C:
a) (AuB)NC=(A~NC)u(B\C)

Trzema metodami:

i. metoda diagraméw Venna:




Rozwazamy lewa strone: Patrzymy na prawa: A\ C: B~ C:
AuB: A B A
A B

8

czyli lewa strona to: czyli prawa strona to:
B

A A B

Y &
Zgadza sie. O

ii. metoda rodziny niezaleznej: Niech S = {1,2,3,4,5,6,7,8}, A = {1,2,3,4},B = {2,4,5,6},C =
{3,4,6,7}. Jest to rodzina niezalezna, co latwo, cho¢ zmudnie, mozna sprawdzié. Teraz obliczamy
lewa strone: Au B = {1,2,3,4,5,6},(AuB)~C = {1,2,5} i prawa: A~ C = {1,2},B\C =
{2,5},(ANC)u(B~C)={1,2,5}, zgadza sie. O

iii. metoda przez dowiedzenie zawieran w obie strony (biorac element):

Dowodzimy, ze: (AuB)~NC < (A~NC)u (B~ C). Niech z € (AuB)\ C, wtedy z € Au B oraz
x¢C,azatemxe Alubze B alex ¢ C,czyli (e Anx¢C)v(zeBArz¢C), czylize ANC
lub z € B\ C, zatem x € (ANC)u (B~ C).
Dowodzimy, ze: (ANC)u(BNC) € (AuB)\C: Niech teraz z € (ANC)u (B~ C), zatem z € ANC
lub x € BN C, a zatem z € A lub x € B, ale w obu wypadkach pod warunkiem, ze x ¢ C. Zatem
xeAuB,alex¢C, zatem x € (AuB)~C. DO
b) An(BAC)=(AnB)A(AnO)
Zastosujemy metode przez dowiedzenie zawieran w obie strony:
An(BAaC)c(AnB)A(AnC): Zalézmy, ze x € An (B AC). Zatem € A x € B lub z € C, ale nie
w obu réwnocze$nie. A zatem mamy dwa przypadki: z € An B lub z € Bn C, ale wiemy, ze nie moga
zachodzié réwnoczesnie. A zatem z € (AnB) A (AnC).
(AnB)A(AnC)c An(B A C): Niech x € (AnB) A (An () zatem na pewno x € A oraz = € B
lub x € C, ale nie jest tak, ze t € AnBnC. A zatem x € A oraz x € BuC, ale nie x € Bn C, czyli
reAn(BAC(C). O

. Czy prawda jest, ze dla dowolnych zbioréw A, B zachodzi réwnosé (AN B)u B = A?
Nie. Na przyklad A=@, B ={0}. Wtedy ANB=g, (ANB)uB={0} +@ = A.

. Sprawdz, czy prawda jest, dla dowolnych zbioréw A, B, C, zachodzi réwnowaznosé: (BAC)nA ¢ B, wtedy
i tylko wtedy, gdy BN Cn A2Cn A. Jedli tak, udowodnij, jesli nie — podaj kontrprzyktad.

Jest prawda. Oto dowdd:

<: Zaltézmy, ze (BAC)nAc B oraz © € Cn A. Zalézmy nie wprost, ze x ¢ B. Zatem x € A oraz x € C\ B,
zatem x € B A C oraz x € A, zatem z € (B A C')n A, zatem z zalozenia x € B — sprzecznos$c.

=: Zalézmy, ze CNnAc AnBnC oraz niechx € (BAC)NA. Zatem zx e BACAze A—>(re BNCVvzxe
C B)rzeA-> ((zeBrzé¢C)v(reCnrazé¢B)rzeA—>(reAnzeBrz¢C)v(zeAnae
Crzé¢B)—>(xe ArnzeBarxz¢C)v(ze(AnC)\ B). Ale z zalozenia Cn A ¢ An BnC, wiec
(xeArnzeBarx¢C)v(xze(AnCnB)\ B=g), coeliminuje druga opcje, wicc x € Anze BAazx ¢ C, w
szczegblnosci x € B. O



