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. Podaj przyklad trzech réznych wielomianéw z Z3[z], ktére zadaja te sama funkcje wielomianowa f: Zs —
Zs.

Np.: z + 1, 23 + 1, 223 + 22 + 1 daja te sama funkcje, gdzie f(0) =1, f(1) =21 f(2) = 0.
. Wykaz, ze zbiér wszystkich wielomianéw stopnia co najwyzej m w przestrzeni liniowej K[z1,...,z,] jest
podprzestrzenig liniowa. ZnajdZ wymiar tej podprzestrzeni.

Oczywiscie suma dwoch takich wielomianéw i taki wielomian przemnozony przez skalar nadal jest stopnia
CO najwyzej m.

Wymiar to tyle ile jest mozliwych wyrazéw, a kazdy wyraz to 1%°0x7* -.. .- 2% 7z tym ze ag+...+an, =m,
czyli jest ich (m:")

. Udowodnij, ze jesli H jest przestrzenig afiniczna nad cialem K z uktadami bazowymi pg;vy,...,v, oraz
qo; W1, - - ., wy oraz funkcje f: H — K mozna przestawi¢ jako

flpo + s1v1 4+ ... 850pn) = F(s1,...,8n)
dla pewnego wielomianu F' € Klz1,..., 2], to
f(qo +tiwy + .. .tnwn) = G(tl, - ,tn)

dla pewnego wielomianu G € K|zy,...,x,] oraz deg F' = deg G.
G(y1,---,Yn) jest wielomianem powstalym z wielomianu F' poprzez podstawienie z; = ¢;1y1+. . .+ Cin¥Yn +
d;, gdzie [c;;] = M(id){vl’“"v"} oraz qop = pg + wiv1 + ...+ w,v,. Jasne jest, ze deg F = deg G.

{w1,-.wn}

. () Niech H bedzie przestrzenia afiniczna euklidesowa oraz pg € H. Wykaz, ze funkcja f: H — R zdefi-
niowana jako f(p) = (d(p,po))? jest funkcja wielomianowa drugiego stopnia.

Bierzemy ortonormalny uklad bazowy p;v1,...,v, i wtedy f(p) = 2% + ... + 22, gdzie ¢ = p + 7101 +
e T TRV,

. Wykaz, ze kazdy zbidr algebraiczny w przestrzeni afinicznej nad R jest hiperpowierzchnia.

Jedi X ={p € H: fi(p) =0,...,fx(p) =0}, to X = {p € H: fZ(p) + ...+ fZ(p) = 0} i oczywiscie
2+ ...+ f? tez jest funkcja wielomianowa.

. Wykaz, ze hiperpowierzchnie stopnia 1 w n-wymiarowe] przestrzeni afinicznej to hiperptaszczyzny w tej
przestrzeni.

To, ze kazda hiperpowierzchnia stopnia 1 jest hiperplaszczyzna wynika wprost z definicji. Ale kazda
hiperplaszczyzna jest opisywalna jednym réwnaniem liniowym (z wyrazem wolnym), a to jest wielomian
pierwszego stopnia.

. Niech
X ={(z,y,2) € R3: 2% + 22%2 — 4y2® — 7= 0}.

Znajdz réwnanie opisujace te hiperpowierzchnie w uktadzie bazowym

(2,1,3);(1,1,0),(0,3,1),(0,1,0).



p=1(2,1,3) +a(1,1,0) + b(0,3,1) + ¢(0,1,0) = (a+ 2,a +3b+c+ 1,0+ 3) =
= (0,0,0) + (a+2)(1,0,0) + (a + 3b+¢)(0,1,0) + (b+ 3)(0,0, 1).
Zatem to réwnanie to:
0=2%+22%2—4yz" — 7= (a+2)° +2(a+2)*(b+3) —4(a+3b+c)(b+3)° -7
8. (-+) Rozpatrzmy izomorfizm afiniczny h: R® — R? zadany wzorem
h((z,y,2))=(c+y+42x+y+3z+ 1,z +y+ 2+ 2).

a) Niech
X ={(z,y,2) € R3: 2%yz — 2y + 5 =0}.

Znajdz taki uktad bazowy przestrzeni R?, w ktérym hiperpowierzchnia h[X] jest opisana réwnaniem
2?yz — 2y +5=0.
Wystarczy wziaé¢ uklad h((0,0,0));h'((1,0,0)),h'((0,1,0)), ' ((0,0,1)), czyli
(4,1,2);(1,2,1),(1,1,1),(0,3,1).
b) Niech Y C R3? bedzie hiperpowierzchnia taka, ze
h[Y] = {(z,y,2) € R®: zy +yz — 3 = 0}.
Znajdz taki uktad bazowy przestrzeni R3, w ktérym hiperpowierzchnia Y jest opisana réwnaniem
zy +yz—3=0.

Trzeba odwrdcié ten izomorfizm
-1

1 10 2 1 0
2 1 3 =| -1 -1 3
1 11 -1 0 1

Czyh (fil),(xaya Z) = (21’+y, *$7y+32, 71‘4’2) oraz fﬁl((ovoa 0)) = f71(4a la 2) - (fil),(llv ]-7 2) =
(0,0,0) — (9,1,-2) = (-9, —1,2), zatem ten uktad bazowy to:

(-9,1,2);(2,-1,-1),(1,-1,0),(0, 3,1).
9. Niech X bedzie hiperpowierzchnia w przestrzeni H oraz L niech bedzie prosta w H. Wykazaé, ze jesli
|IXNL| =k, todeg X > k.

L = po+av dla pewnych stalych v. Wstawiajac (z1,...,z,) = po+av do réwnania na X mamy wielomian
tego samego stopnia jednej zmiennej, t.j a. Ten wielomian ma k pierwiastkow, wiec jest stopnia co najmniej
k.

10. (%) Niech p(z,y) = (2® +2) — (v° +y) oraz q(z,y) = (z°+22) — (y° +?) beda funkcjami wielomianowymi
na C2. Znajdz wszystkie punkty

M = {z € C?: p(z) = 0,q(z) = 0} \ L,
gdzie L = {(z,y) € C*: z —y =0.}
Zadanie IMC 2001. Niech

z
P(:E,y)—ix( Lw4+x3y+x2y2+xy3+y4+l,
T
Q(xay)—;( )y—$4+$3Z/+$2y2+3ﬂ/3+y4+$+y+1

Szukamy punktéw, ze P=Q =0, czyli @ — P=x+y — 1 =0, zatem x + y = 1. Niech a = zy. Mozna
wyliczy¢, ze:
a?—324+2=0,

co daje a = 1 lub a = 2. Zatem dostajemy cztery punkty:
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