Geometria z algebra liniowa 11, 2020/2021
¢wiczenia 24. — szkice rozwigzan

28 maja 2021

1. Dla ponizszej formy kwadratowej, podac jej posta¢ diagonalna:

a) ¢: R =R, q((z,y,2)) = 2y — vz + yz.
Macierz to
0 12 —1/2
12 0 12 |,
12 1/2 0

a zatem wektorem nieizotropowym jest v1 = (1, 1,0) (daje warto$é 1) i prostopadle do niego sa wektory
z lin((1,-1,0),(0,0,1)), a vo = (1,—1,1) jest nieizotropowy (wartos¢ —3). Prostopadly do obu jest
vy = (1,—1,—2) (warto$¢ 3). Zatem

q(avy + bvg + cv3) = a? — 3% + 3%

b) ¢: R* — R, q((a,b,c,d)) = 2a® + b + 2¢* — d? + 4ab + 8cd.

2a% + b? 4+ 2¢ — d® + 4ab + 8cd = =(2a + 2b)? — b® + 2% — d* + 8cd =

1
2

1 1 1
:§@w+%F—R+28—d?+&d:§@a+%f—w?+§@a+mf—9f.
Zatem? gdy U1 = (1/27 _17070)7 V2 = (07 ]-70)0)7 U3 = (0701 1/27 _2)7 V4 = (0,0,0, 1)7 to
[ o 1o 2
q(avy + bvg + cvs + dvy) = ia —b +§C —9d~.

2. () Zbadaé, czy forma kwadratowa jest dodatnio lub ujemnie okreslona:

a) q: R? = R, q((x1,22)) = —a7 + dw129 — 523,
b) ¢: R? — R, q((x,y,2)) = 2% + 2y + 222 + 2y + 222.
c) ¢: R* = R,q((a,b,c,d)) = a® + 3b> + 5c® + 7d? + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 6bd + 4cd.

-1 2
2 =5
det Ay = 5—4 =1 > 0, wiec z kryterium Sylvestera macierz nie jest dodatnio okreslona, ale jest
ujemnie okreslona.

a) Macierz tej formy to: A = . Badamy wyznaczniki gtéwnych minoréw: det A; = —1 < 0,

11 17
b) Macierz tej formy to: A= | 1 2 0 |.Badamy wyznaczniki: det A3 =1 > 0,det Ay =2—-1=1>
1 0 2
0,det A3 =4+0+0—2—2=0, czyli z kryterium Sylvestera forma nie jest ani ujemnie ani dodatnio
okreslona.
11 1 1
. . 1 3 1 3 i
¢) Macierz tej formy to: A = 115 2| Badamy wyznaczniki: det Ay =1 > 0,det A, =3 -1 =
1 3 2 7
2>0,det A3=15+14+1-3—-1-5=8> 0det Ay =30 > 0, czyli z kryterium Sylvestera forma jest

dodatnio okreslona.



3. Dla jakich wartosci parametru r € R forma kwadratowa ¢: R® — R, q((x, v, 2)) = —2? +ry? + 722 + 4oy +
2yz jest ujemnie okre$lona?

-1 2 0
Macierz tej formy to: A = 2 r 1 |.Obliczamy wyznaczniki: det A; = —1,det Ay = —r—4,det A3 =
0o 1 r

—r2 4+ 1 — 4r. Czyli z kryterium Sylvestera potrzeba i wystarcza, by —r —4 > 0ir? +4r —1 > 0. Z
pierwszego warunku r < —4, z drugiego r < —2 — v/5 lub r > —2 + /5, czyli ostatecznie g jest ujemnie
okrelona dla r < —2 — /5.

4. Stosujac wartosci wlasne zbadaé, czy forma kwadratowa jest dodatnio lub ujemnie okreslona lub pétokre-
$lona:

a) ¢: R? = R, q((z,y)) = 2 + 9y* + 6y,
b) ¢: R* — R, q((x,y,2,t)) = 522 + 5y? + 422 + t? + 62y + 42t.

(a) Macierz tej formy to: A = [ ; g ] , czyli wielomian charakterystyczny to w(A) = (1—-X)(9—X)—9 =

A2 — 10\ = M\ — 10), czyli wartoéciami wlasnymi sa 0 i 10, a wiec nie jest ta forma dodatnio ani
ujemnie okreslona, nie jest tez ujemnie pélokreslona, za to jest dodatnio pélokreslona.

5 3 0 0
(b) Macierz tej formy to: A = g g 2 (2) , wielomian charakterystyczny to: w(\) = ((5 — \)? —
0 0 2 1

9)((4—N)(1=X)—4) = (A2 = 10X+ 16)(A\2 — 5)) = A(A — 2)(A = 5)(\ — 8), czyli wartosci wiasne to
0,2,5,8, a wiec podobnie jak poprzednio nie jest ta forma dodatnio ani ujemnie okre$lona, nie jest
tez ujemnie pélokreslona, za to jest dodatnio pdétokreslona.

5. () Dla jakich wartoéci parametréw r,s € R forma kwadratowa ¢: R* — R, q((z,y,2)) = 2% + 2rzy +
4y? + 522 jest:
a) dodatnio okreslona?

) dodatnio poétokreslona?

) ujemnie okreslona?

d) ujemnie pélokreslona?

) nieokreslona?

1 0
Macierz tej formy to: A= | r 0
0 s

o o=

Wielomian charakterystyczny zatem to (s — A)((1 — A)(4 — \) — r?), czyli wartodci wlasne to

5 5—vV9+4r2 5+ 94 4r2
) 2 ) 2 )

z czego ostatnia wartosé jest zawsze dodatnia, za$ druga jest >0 dlar € (—2,2),=0dlar=4+2i<0w
przeciwnym przypadku, zatem nasza forma jest:

dodatnio okreslona o ile s > 0 oraz r € (—2,2),

dodatnio pélokreslona o ile s > 0ir € [-2,2],

)
)
(¢) ujemnie okreslona — nigdy,
) ujemnie pélokreslona — nigdy,
)

nieokreslona — jesli s < 0 lub r ¢ (—2,2).

6. Rozpatrzmy formy kwadratowe q;: R® — R, q1(z1, 79, 23) = 22 + 523+ 723 + 42129 — 27173 0oraz go: R —
R, g2(w1, w2, w3) = 22122 + 22273,



10.

a) Czy forma ¢; jest dodatnio okreslona?

1 2 -1
Mamy A = M(q1) = 2 5 0 |.Zatem liczymy wyznaczniki kolejnych minoréw.
-1 0 7

det A, =1>0,
det Ao =5—-4=1>0,
det A3 =35—-5—-28=2>0,
a zatem z kryterium Sylvestera ta forma jest dodatnio okreslona.

b) Czy forma ¢o jest ujemnie pétokreslona?

01 0
Mamy M(q2) = | 1 0 1 |. Wyznacznik charakterystyczny tej macierzy to w(\) = =\ + A+ X =
010

~A(A\? — 2), a zatem wartosci wlasne to 0,v/2, —v/2, a zatem forma nie jest ujemnie péltokreslona,
bowiem v/2 > 0.

Dla jakich s € R, forma

q1: R® = R, qi (w1, 09, 23)) = 3275 + 23 + 723 + da120 + 22123
jest rownowazna z forma

q2: R3 — R, qo((w1, 9, 23)) = —3 + 23 + s23 + 62172 + 220737

W pierwszym przypadku (0, 1,0) jest nieizotropowy i daje wartosé 1, a prostopadly do niego nieizotropowy
wektor to (1,—2,0) z wartoscia —1. Prostopadly do obu wektor to (1,—2,1) i daje wartosé¢ 8.

W drugim przypadku (0, 1,0) daje wartosé¢ 1, a prostopadly wektor (1,—3,0) daje warto¢ —10. Prosto-
padly do obu jest (3,1, —10) i daje warto$¢ 100s — 10. Zeby byly réwnowazne w takim razie 100s — 10 > 0,
czyli s > 1/10.

. Niech q: (Z3)? — Zsy bedzie zadana wzorem q((x,y)) = zy. Wykazaé, ze nie istnieje forma dwuliniowa

symetryczna h: (Zs)? x (Z3)? — Zs, taka, ze dla kazdego v € (Z2)?, q(v) = h(v,v).

Wiadomo, ze macierz takiej formy na przekatnej musi mieé¢ zera, wiec zostaja tylko dwie opcje na taka
macierz, skoro ma by¢ symetryczna. Ale obie generuja zerows forme kwadratowa.

. Wykaz, ze odwzorowanie q: M, x,(R) — R dane wzorem q(A) = trA? jest forma kwadratowa.

Zdecydowanie, z definicji ¢(A) = h(A, B), gdzie h(A, B) = tr(A - B), co jest forma dwuliniowa, bowiem
tI‘((Al + AQ) . B) = tI‘(AlB + AQB) = tI‘(AlB) + tI‘(AzB)

(x) Rozwazmy czasoprzestrzen R x R3. Zgodnie ze szczegdlng teorig wzglednosci wazna role odgrywa
przeksztalcenie Lorenza L(z,y, z,t) = (¢, v/, 2/, t'), gdzie

x' = yx + yut,

Y =y

/ i
Z' =z,

t'=yt+y5x

gdzie
1

Y= ——,
’U2
V- =

ktore opisuje wspélrzedne (2’3, 2/, t') zdarzenia (punktu w czasoprzestrzeni) wedlug obserwatora, ktéry
porusza si¢ z predkoscia v wzgledem obserwatora, ktéry uwaza, ze to wydarzenia ma czasoprzestrzenne
wspolrzedne (z,v, 2z,t). Jak widzisz norma euklidesowa (inaczej méwiac forma kwadratowa q(z,y, z,t) =
22 + y? + 22 + 2t?) nie jest zachowana przez to przeksztalcenie. Znajdz forme kwadratowa rzedu 4,
ktéra jest przez to przeksztalcenie zachowywana. Zastanow sie jakie wektory to wektory izotropowe w tej
znalezionej formie? Jakie wektory daja warto$¢ dodatnia, a jakie ujemna?

Jest to forma q(z,y, z,t) = —2? — y? — 22 + 2. Wektory izotropowe odpowiadaja liniom $wiatta, czyli
liniom ruchu z predkoscig c. Wartosci ujemne dostaniemy dla ruchu z predkoscia wieksza od predkosci
Swiatta, a dodatnie dla ruchu z predkosciag mniejsza od predkosci $wiatta.



